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ГЛАВА ХХХ 


РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 


На протяжении нашего курса мы уже несколько раз встречались 
с вопросом об интегральных уравнениях (т.Г, $ 137; т.П, $ 389; т. Ш, 
5 513, 533, 547). Эта новая ветвь анализа очень быстро приобрела 
важное значение после работ Вольтерра (УоНета) и Фредгольма (Еге4- 
Войт). Вольтерра занимался преимущественно изучением уравнений 
с переменными пределами; он рассматривал уравнение этого типа как 
предельный случай системы алгебраических уравнений, в которых число 
неизвестных неограниченно возрастает. Эта же идея была использована 
с очень большим успехом Фредгольмом в исследовании уравнений 
с постоянными пределами. В настоящей главе мы сначала покажем, как 
м_жно очень просто получить результаты Вольтерра методом последо- 
вательных приближений. В случае постоянных пределов этот метод 
вообще не дает полного решения, но приводит к важным свойствам 
резольвенты. Те трудности, которые возникают при определении анали- 
тического характера этой резольвенты, дают возможность оценить важ- 
ность окончательного шага, сделанного Фредгольмом *. 


1. ЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМИ 
ПРЕДЕЛАМИ 


548. Уравнение Вольтерра. Уравнение Вольтерра второго рода с па- 


раметром \ имеет вид: 
% 


9 (х) = К (х, 5) 9 (5) & + Ах), (1) 


а 


где К и Гсуть данные функции, $ (х) — неизвестная функция. Мы пред- 
положим, что функция К\(х, У), называемая ядром, непрерывна внутри 


* Исторический и библиографический материал но ннтегральным уравне- 
ниям читатель может найти в работах Т.а1езсо (пфодисНоп а Та {Нёопе 4ез 
64ааНопз ш1бота!ез, Неппапи, 1912), а также Неумо14 е{ ЕгёсВе! ([’6ацаНоп 
Че Е‘еНойп её зез аррИсаНопз & 1а Рнузаие па®етайдие, Неппзпп, 1912). 

В ссылках на эти две работы мы будем указывать только нмеиа авторов. 

Можно также указать работу Напз НаВп, ВейсвЕ #фег @е Тцеопе 4ег Н- 
пеагеп ле ота1о1есНипзеп (Вап@ 20 4ез Лайгезфейсй$ 4ег дейзсйеп Ма йета!!- 
вег-Уегегивипя, 1911) н еще общие изложения теории: К пезег, ПО! И\щедта![- 
Лесвапеей ипа Ише Апуепаипееп 1 ег Ма. Рвузк, 1911, и Вбспег, Пиго- 
ЧисН,п 4ю 1е за4у о! И\еога| еаиаНопз, 1969. Я должен еще указать на пре- 
красную книгу Ут уап!: ЕетепН Па Шеойл @4еШе едиайоп ииертаН Нпеаге 
(МавиаН Но:рН, 1916). 
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и на сторонах треугольника, ограниченного прямыми у==а, х=, 
у=х (В>а). Дальше ($556 и след.) мы покажем, что можно сделать 
гораздо более общие предположения. Что касается функции /(х), то о 
ней мы предположим, что она имеет в интервале (а, 6) конечное число 


точек разрыва, а если она не ограничена, то \17(5) [45 имеет конечиое 
[/2 
значение. Требуется определить функцню $(х) для каждого значения х 
в интервале (а, 2). 
Применяя метод, к которому мы уже неоднократио прибегали, мы 
будем искать формальное решение уравнения (1), взяв в качестве функ- 
ции $ (х) степенной ряд относьтельно *: 


© (5) == Фо (х) Е №, (х) |... Мех)... (2) 


подобно тому, как мы это видели в случае решения уравнений гипер- 
болического типа ($ 494); мы таким путем придем к решению урав- 
нения (1) способом последовательных приближений. Первым прибли- 
жением функции $(х) будет функция /(х), я-м приближением функ- 
ции © (х) будет сумма п первых членов ряда (2), полученного этим 
процессом. 

Подставляя ряд (2) в обе части уравнения (1) и приравнивая коэфи- 
циенты при одинаковых степенях \, мы получим соотношения: 


о(х) ==/(х), $, (х) =К 90 (*)], ..., 9.(х)==К [4,1 (х)], (3) 
где вообще мы полагаем: 


КА = (о, 5) 1($) 45. (4) 


а 


Если функция Г(х} удовлетворяет поставленным условиям, то оие- 
рация К|{(х)| приводит к функции, непрерывной в интервале (а, 6) 
(см. $ 556). Соотнош ния (3) дают способ последовательного определе- 
ния функций 9,(х), которые все начиная с 9, (х) суть непрерывные 
функции от х. "Полученный таким образом р яд {2) сходится разно- 
мерно в этом интервале при любых значениях 1. 

Положим сначала, что функция }(х) ограничена. Если заменить 
К(х, у} и Х(х) двумя доминирующими функциями К; (х, у) и Л (х), то 
тот же метод, примененный к решению вспомогательного уравнения 


Ф(х) = \ К, (х, $) Ф (5) 45 Л (х), {1'} 


з. 5 


приводит к степенному ряду относительно А, причем коэфициенты этого 
ряда будут домииирующими фуикциями для соответствующих коэфи- 
циентов ряла (2). Пусь Ми №М— два положительных числа, превосхо- 
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дящие модули |'К (х, У) | и /(х)| соответственно. Можно взять в каче- 
стве вспомогательного уравнения просто’ 


Ф(х) =\\ МФ (5) 45-Е М, (5) 


& 
решением которого будет интеграл линейного уравнения 
Ф`(х) = МФ (^), 


обращающийся в № при х==а, т.е. функция №М -@. Отсюда по- 
лучается, что каждый коэфициент $„(х) ряда (2} удовлетворяет условию: 


п (х— а)" 


м . 
и, (6) 


что было бы легко получить и непосредственно (см. т. И, 5 389). 

Итак, ряд (2). сходится равномерно. Отсюда следует, что произве- 
дение К(х, 5) $ (5} можно интегрировать почленно, и, как это слелует 
из самого способа получения коэфициентов, сумма ряда (2) удовлетво- 
ряет уравнению (!). Э720 решение единственное. В самом деле, если 
бы существовало два таких решения, то их разность Ф(х) удовлетво- 
ряла бы однородному интегральному уравнению: 


Хх 


Фо) =\ К(х 5) $ (5) 45. (7) 


а 


Но это уравнение имеет единственное решение ф (х) =0. 

Действительно, пусть № — верхняя граница функции |Фф(х)|, тогла 
согласно соотношению (6} функция ф,„(х), которая получается из фуик- 
ции $(х) с помощью ‘операцин АК [ ], примененной последовательно 
п раз, стремится к нулю, когда И неограниченно возрастает. Но если 
Ф(х) уловлетворяет уравнению (7), то все функции ф., ф,, ..., Ф,, 
полученные из нее с помощью операции ХК [ ], тождественны с функ- 
цией Ф (л). 

Таким образом Ф(х) ==0. 

Если функция Л(х} в интервале (а, 8) неограничена, то коэфициенты 
ряда (2) непрерывны, начиная со второго. Для доказательства сходимо- 
сти достаточно будет исходить из интегрального уравнения: 


Ф(*) =^\А(х,5) Ф (5) 48 {К(х, 5) 1(5) 45, 


а а 


полученного из уравнения (1) заменой функции Ф (х) через /(х) -- ХФ (х). 
Функция $ (х} имеег в интервале (4,65) те же точки разрыва, что и 
функция /(х). 
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Обобщения представляются сами собой. Можно, например, вместо олного 
уравнения с одной неизвестной функцией рассматривать систему п линейных 
уравнений с л неизвестными функциями: ° 

пх . 
ид =А У \ Кр (5) вр (6) 48 + Л) (=1,2,..., 
р=1а 
тем же способом и так же легко можно доказать, что ряды, получениые после- 
довательными приближениями, равномерно сходятся, если ядра К;„(х, у) непре- 
рывны и если функции }:(<) удовлетворяют тем же условиям, что и функция 
{$(х). Оставив пока в стороне эти и еще другие, мы перейдем к более подроб- 
ному изучению решения уравнения (1) в наиболее простом случае. 


549. Разрешающее ядро (резольвента). Первые коэфициенты ф, (х) и 
ф.(х) ряда (2) определяются равенствами: 
х х 
4: («= К(х, 59.148) 48, 9, (х) А К(х, 5) 9 (5) 45. 
а а 
Заменим в первой формуле буквы х и $ соответственно буквами зи 
и подставим полученное выражение для $; (5$) во вторую формулу. По- 
лучим: 


95 () = 48 { Кцх, $) К(з, АО 4. 


Согласно общей формуле Дирихле (т.1, 8 309), которая и в дальней- 
шем будет играть очень важную роль, мы имеем: 


х 5 х х 
\ 4 \Е(х, 5, В ан [2 Е(х 5,045. (8) 
а а а 1! 
Применяя эту формулу, мы можем написать: 
9 (х) = \ К (х, 0.10 4, (9) 
+2 
если положим 
х 
К“) (х, у) = \К(х, $) К(5, У) 45. (10) 
у 


Преобразуя. точно так же выражения для 9. (х), 4,(‹),..., мы при- 
ходим к бесконечной последовательности функций; 


К ®} (х, у}, К“) (х, у),..., К®(х, У), „.., 


определяемых рекуррентным соотношением: 
х 


К ‘93 (х, у) == \ К(х, $) ^а-Ц у} 45. (11) 


./ 


У 


Это суть последовательные повторные ядра функции К’ (х, у} = К (х, у). 
Они все непрерывны в тсй же области, что и К(х, у). 
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Общее выражение для ф„(х) с помощью л-го повторного ядра имеет 
вид: 


Фи (х) = \ ке (х, 5) 1(5] 45, (12) 


И < 


Это можно показать непосредственно, пользуясь шаг за шагом форму- 
лой Дирихле. Формула (2). которая представляет решение уравнения (1), 
может быть формально записана в виде: 


= +» \ Г(х, $3) /(8) 45, (13) 
если положить " 


Г(х, у; №) ==К(х, у) +АК@) (х, У) + ... Нк) (х, У) | ... (14) 


Для доказательства формулы (13) достаточно показать, что ряд (14) 
равиомерно сходится. Действительно, если М есть верхняя граиица функ- 
ции |К(х, у) |, о нетрудно вилеть, что абсолютиая величина К“ (х, у) 

х—у|1- —1 

(п— 1)! ° 
ряд*, изображающий произведение Г(х, 5; %)1(5}. Функция Г(х, у; }) 
есть целая функция относительно параметра Х и зависит только от ядра 
К (х, у). Эта функция называется разрешающим ядром или резольвен- 
той для ядра К(х, у). Формула (13) действительно дает решение урав- 
нения (1) в явном виде для любой функции Х(х), и, таким образом, 
решение уравнения Вольтерра приводится к составлению резольвенты. 
Заметим, что эта резольвента, как и само ядро К(х, У), определена 
только для значений х, заключающихся между а ив, и для ухх. 
Для общности формулы полагают обычно, что К\(х, у) =0, Г(х, у; ==0 
при ух (ср. $ 557). 

Согласно самому определению разрешающего ядра Г(х, у;}) оно 
удовлетворяет следующему функциональному уравнению: 


меньше, чем м! Поэтому можио интегрировать почленно 


Г(х, у; 1) ==К(х, у) --% ( К(х, $) Г($, у; 1) 45, (15) 
У 


которое определяет эту функцию. В самом деле, если представить функ- 
цию Г(х, у;^) в виде ряда, расположенного по степеням }, то, исходя 
из соотношения (15), можно определить один за другим коэфициенты 


* Если функция /(х) ограничена, то это свойство очевидно. Если функ- 
ция }(х) неограничена, то пусть я булет верхняя граница абсолютной величины 
остатка г„(х, у,^) ряда 4 начиная с члена, содержащего Ал. Имеем: 


х 


<я\ 1149 145, 


‘а 


{, и (х, 5; №) 1 ($) @5 


а 


и ряд, следовательно, можно почленно интегрировать, ибо при неограниченном 
возрастании п величина п стремигся к нулю. у 
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при последовательных степенях ), а это приведет к формуле (11). Не- 
сколько дальше ($ 559) мы покажем, что эта резольвента удовлетв ряет 
также функциональному уравнению: 
, х 
Г(х, у; № =К(х, у) № \К (5, У) Г(Х, 5;%) #5, (16) 
у 


которое также может служить определением. этой функции. Заметим, 
что повторные ядра, а также резольвента не зависят от нижнего 


предела а. 


Примечание. В уравненни (13) можно рассматривать функцию $ (х) как 
данную, а искомой считать функцию }(х. Тогда решение этого интегрального 
уравнения дается самим уравнением (1). Положим для определенности АХ ==]. 
Ядром нового интегрального уравнения будет - Г (х, у; 1), аиз уравнения (1) сле- 
дует, что соответствующею резольвентою для того же значения параметра бу- 
дет — К (х, у) (ср. $ 560). 


550. Нахождщение разрешающнх ядер’ в некоторых частных’. случаях. 
Положим, что функция К (х, у) есть многочлен (и — 1)-Йй степени относитель- 
ному, так что ее можно представить в виде: 


Ката и. И Ча -уь (0 


причем коэфициенты а; (х) непрерывны в интервале (а, 5). Для определения ре- 
зольвенты Г (х, у; А) введем вспомогательную функцию: 


Хх 


) 


т [ге У №) (< — ВА 4Е + (х— уп 1 
у 


п— 1)! (п — 1)!’ 


которая при х= у обращается в нуль вместе со своими п —2 первыми произ- 
водными по х, а производная порядка п —1 при х==у равна единице. Кроме 
того, мы имеем: 
ати 
ха == ЖТ (%, У; №). 


Функциональное уравнение (15) принимает в этом случае вид: 


х 
Чи (х, у; \) Г -) Чи ($, у; 1) „. 
ха АК А. К (х, $ — я 45; 

м 


применяя к интегралу в правой части формулу интегрирования по частям, 
получим: 


апи(х, у;\) @п-1и ЭК (х, 5) @1-?ц д"-К 15=х 
=_= К ) —— о... . 
О [К и = и "| 


Прииимая во внимание выражение для К (х, У) и условия, которым удовлетво- 
ряет вспомогательная функция и(х, у 4), можно это’ же соотношение написать 
в виде: 


Чт 4-1 4"-? 
ри [пу + ао та..Наы- 100 и| =0. @8 


Функция и (х, у, №. является, таким образом, интегралом лннейного уравне- 
ния 0) (1) =0, который удовлетворяет условиям Коши (т. П, $ 405). Обозначая 
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этот интеграл через 2(х, у; }), мы получим для искомого разрешающего ядра 
выражение: 

хх 
Г, 5) = ТЕ, (19) 


ахп 


Рассмотрим второй частный случай, когда К (х, у) есть многочлен относи- 
тельно х: 
6„- : (5) 


иБ=иНО о +. Ню - 9! (20) 


с коэфициентами $; (у), непрерывными в интервале (а, 5). Мы напишем резоль- 
п 


венту в виде — ‚ причем вспомогательная функция и (х, у; Х) при у=х 


О у" 
обращается в иуль вместе с п—2 первыми производными, а производная 
ап-1ц 
-—— при у=х равна единице. Функциональное уравнение (16) принимает вид: 


@у"-1 
я 
пи пи (х, 5; } 
и Ки 99 и Ко, (21) 
у 


Применим снова формулу интегрирования по частям, принимая во внимание 
значение К (х, у) и условия, которым удовлетворяет функция и (х, у; ^). Найдем: 


рая же. +ь-и|=0. (22) 


Т. ким образом мы вилим, что вспомогательная функция и (х, у; %) есть ие что 
‘иное как интеграл 2, (х, у; \) уравнения О, (и) = 0, удовлетворяющего условиям 
Коши, и что искомое разрешающее ядро имеет вид: 


1 Чтв (у, х; \) 
а дуп : (23) 


Отсюда видно, как с помощью интегрирования линейного диференциального 
уравнения п-го порядка вида (18) или (22) можно составить разрешающее ядро 
для двух типов уравнения Вольтерра. 

551. Применение к линейным диференциальным уравнениям. Можно 
показать и обратно, что решение задачи Коши для линейного диференциального 
уравнения приводит к решению уравнения Вольтерра. В самом деле, положим, 
что нужно найти интеграл линейного уравнения 


Г(х, у; ) = 


ро [бол Нан 92| = 7), 64) 


причем известно, что искомая функция 2, как и п—1 первых ее производных, 
обращается в нуль при х =хь (К этой задаче всегда можно привести общую 
задачу Коши). Если в качестве неизвестной функции взять п производную 


(47 
я -? (*), 
то найдем, что 
х 
1 ° , 
и— и \ (х— 5)1-'9 (5) 4% 
№ 
, (25) 
р у . 
“2 1 9-16 45 (р=1,2,.... п 1, 


42? (п-р-— 1). 


№ 
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и функция $(х) определится из уравнения Вольтерра, ядро которого имеет 
в точности вид (17), причем \—=1. А отсюда уже нетрудно получить результат 
предылущего параграфа. Действительно, известно, что решение задачи Коши 
дается формулой: 


2=\ 16) =(х, 9) 4, 


№ 


где 2(х,5) есть функция Коши для линейного уравнения Д (2) -=0. Следова- 
тельно, согласно свойствам этой функции 2(х, 5) имеем: 


Я = [6 у у, 


что в точности совпадает с результатом, полученным непосредственно. Если урав- 
нение ДО (2) =0 имеет сопряженное уравнение, то можно также найти самый 
интеграл 2(х) с помощью уравнения Вольтерра (см. упражнение 1). 

Отсюда видно, что решение интегрального уравнения (1) является широким 
обобщением задачи Коши для линейного диференциального уравнения. Положим, 
что ядро К (х, у) разлагается в ряд по степеням (ху) с коэфициентами, зави- 
сящими от Хх: 

в (х) 


К (%, у) = а (+ а (фу... ум... 


п. 


Если мы возьмем только и первых членов ряда, то этому ядру можно поставить 
в соответствие линейное диференциальное уравнение л-го порядка О (2) = 0, а 
решение задачи Коши для этого диференциального уравнения, если неограни- 
ченно увеличивать число п, приведет совершенно естественно к интегральному 
уравнению Вольтерра. 

Примечание. Прием, с помощью которого линейное днференциальное 
уравчение приводится к интегральному, применяется и к более общему урав- 
нению: 

[А Чт-12 
дла 40 (%) уиь в: К 4-1 (2 


х 


+} [Юэ 24+... + Ко 


ы 


ЧР 
а5Р 


+79 09 


в предположении, что рэп. Чтобы найти интеграл этого интегро-диферен- 
циального уравнения, который при х= хо, обращается в нуль вместе сп 1 
первыми производными, примем снова в качестве неизвестной функции п-ю 


производную та (х) 
р дну да 


Применяя формулы (25) и соотношение Дирихле 


х $ х 
\ в (х, 5) 48 \ (< 9734 = \ 04 1х, 5) 6 — 024% 
№ 2 № р 


мы непосредственио придем для определения функции к интегральному урав- 
нению вида {1). Если бы было р_> п, то, взяв в качестве вспомогательной функ- 
ции производную р-го порядка, мы пришлн бы к интегральному уравнению лер- 
8020 рида (см. $ 554). 
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552. Распространение на функции многих переменных. Изложенный 
метод решения уравнения (1) может быть непосредственно распростра- 
нен на интегральное уравнение следующего вида: 

ху 
ф(х, 5) = \ \ Ку Ь т), да Чт - У (У), (27) 


65 


где неизвестная функция $ (х, у) зависит от двух переменных, а также 
на уравнение несколько более общего вида: 


ху х 
$ (, У) = | \\ Кс, у. 69, 1) 4141 т \ К, (х, у, 3) 9 (5, 3) 4 
00 | 
у 
Е \ К (5%, у, 19 (6 пай | + Л(% 5), (28) 
0 


где А, К,, К,, Г— данные функции, непрерывные в области 0, опре- 
деляемой неравенствами: 


О=х=а О<ужь, Ох, От у. 


Здесь можно, как и в случае уравнения (1), найти формальное реше- 
ние уравнения (28) в виде ряда, целого относительно ), коэфициентами 
которого будут непрерывные функции переменных х, у; каки в рас- 
смотренном случае, значения этих коэфициентов находятся шаг за ша- 
гом с помощью самого уравнения. Чтобы доказать, что полученный 
таким образом ряд равномерно сходится, обозначим через /М верхнюю 
границу абсолютных значений К, К,, К, в области О и через МЫ— 
верхнюю границу функции |/(х, у)| и рассмотрим вспомогательное 
уравнение: 


ху х РА 
ф(х, у) =Ам| \ | Ф& т) а ат--\$ (> УЕ \® (*, ал |-ЕМ. (29) 
90 0 [в 


Если составить формальное решение уравнения (29) в виде ряда, 
целого относительно А, то ясно, что коэфициент при каждой степени \ 
этого в‚орого ряда будет доминирующей функцией относительно соот- 
ветствующего коэфициента первого ряда. Поэтому достаточно показать, 
что интегральное уравнение (29) допускает решение в виле ряда, це- 
лого относительно \, равномерно схолящегося в каждой точке (х, у} 
рассматриваемой области. 

Если мы положим 


то интегральное уравнение (29) может быть заменено уравнением в част- 
ных производных: 
9?и 
ху 


мм [55 ии) м (30) 


2 3. гурва, т. ПЬ, ч. а. 
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Как уже было доказано (5 494), интеграл и (х, у; ^) уравнения (30), ко- 

Зи дц 
торый вместе со своими первыми производными —_, 5 
нуль при х=0 и прн любом у, а также при у==0 и при любом х, 
может быть представлен в виде ряда, целого относительно \, равномерно 
сходяшегося в любой точке (х, у) области О. Из уравнения (30) сле- 
дует равномерная сходимость соответствующего ряда для второй про- 


обращается в 


и 
изводной зжЗу' а значит, и для иекомой функции Ф (х, у). 


Можно пойти дальше и получить для решения явное выражение, 
аналогичное формуле (13). В самом деле, достаточно несколько раз 
применить формулу Дирихле, чтобы получить один за другим коэфи- 
циент при различных степенях Х и показать, что коэфициент при }, 
в разложении этого решения имеет вид (см. упражнение 2): 


>—к 


5 м 
олоквиллльпувая Е абв) ИЕ да без, 
6 $ о 

где функции С,, #,, &, зависят только от К, К,, К». Функция ф (х, у), 
следовательно, выразится так: 

у 


$ (х, У) = лезу 1 (х,‚ у; т, №) Л(, 1) ат |+ 


+ 


= 


По ба Тов /(х, 1) а ‚|. 9 


Три функции Г, Г,, Г, которые суть целые функции параметра }, 
играют здесь ту же роль, как разрешающее ядро. Заметим только, что 
если К; и К, равны нулю, то то же можно сказать и о Г; и Г,. 


Мы приходим к интегральному уравнению вида (28) при отношении инте- 
грала диференциального уравнения в частных производных 


= ‚< ЕН (ь и е(ь: 2+, (32) 
хду 


который обращается в нуль на двух характеристиках х —=0, у=0. Действи- 

тельно, если взять в качестве вспомогательной неизвестной вторую пгоизводную 
22 

ф (х, У) =, искомого интеграла, то эта функ ия $(х‚ у) удовлетвогяет инте- 
х ду : 


гральному уравкению: 


ху х 
нкя— | Це, Уз жа + \ жУузБУЖ+ 
оо 0 


м 

+ \ 2 (5,5) $ (ху т) “| +1 (5), 
о 

которое представляет частный случай уравнения (28]. 


$ 553 1 ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УР-НИЯ С ПЕРЕМЕННЫМИ ПРЕДЕЛАМИ 19 


Если коэфициенты а(х, у), Ь(х,у) допускают непрерывные частные произ- 


а 

водные З, 5 то можно также определить функцию 2(х, у) из уравнения того 
х су 

же вида. В самом деле, очевидно, что уравнение (32) можно заменить интегро- 


диференциальным уравнением (5 494): 


не [вззблунавой ново пи т) 4 4, 


которое приводится к виду (28) с помощью двукратного интегрирования по 
частям: 


у 
у = В 2,1) 
2(х, у) =) И 1) = п) ат + 


ра я 4 
+ обода [обе + [бо 
{ 0 00 


0 


553. Задача об обращении определенного интеграла. Уравневием Воль- 
терра первого рода называют уравнение вида: 
х 
\К(х, 926) 4 =/(%), ‹33) 


0 


где К (х, у} и Г(х) — данные функции, $(х) — искомая функция. Мы 
берем нижним пределом интеграла нуль, а не какую-нибудь другую по- 
стоянную только для определенности. В то время как при решении 
уравнения второго рода мы предполагали только непрерывность функций 
К (х, У) и Л(х) в некотором интервале (а, 65), при изучении уравне- 
иия (33} нам придется ввести еще другие требования. Чтобы выяснить 
необходимость этих новых требований, достаточно рассмотреть наиболее 
простое уравнение этого типа, получающееся при К (х, у} =: 


(в) ав == Ло). (84) 
о 


Если предположить, что неизвестная функция ф(х) только ограни- 
чена и интегрируема, то задача оказывается неопределенной, ибо в этом 
случае можно, не изменяя значения интеграла, произвольно менять зна- 
чения функции $ (х) в конечном и даже бесконечном числе точек интер- 
вала интегрируемости, лишь бы только их можно было заключить в ко- 
нечное число интервалов, сумма которых оставалась бы меньше любого 
наперед заданного числа  (т.Т, $ 74). С другой стороны, функция /(х) 
не может быть произвольной непрерывной функцией, она должна удов- 
летворять некоторым условиям, налагаемым на ее производные. Для 
большей точности в постановке задачи мы Судем предполагать в даль- 
нейшем (кроме тех случаев, когда это будет оговорено особо), что 
искомая функция $ (х} должна быть непрерывна в том интервале, в ко- 
тором она будет определена. В таком случае, для того чтобы уравне- 


2% 
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ние (34) имело решение в интервале (0, а), необходимо, чтобы функ- 
ция /(х) обращалась в нуль при х==0 и допускала непрерывную про- 
изводную в том же интервале. Тогда искомым решением будет: 


$ (х) =Л (х). 
Рассмотрим теперь более общее уравнение: 
х 


трал (85) 


Для того чтобы это уравнение имело своим решением непрерывную функ- 
цию © (х), необходимо, чтобы функция /(х) имела непрерывные произ- 
водные 1" (х), Г" (х),...,/“” (х) и чтобы сама функцня и ее п— Т пер- 
вых производных обрашалнсь в нуль при х=0. Если эти условия 
выполняются, то уравнение (35) имеет своим решеннем непрерывную 
функцию $ (х) = 2 (х). | 
554. Уравнение первого рода. Рассмотрим общее уравнение первого 
рода вида (33) В этом параграфе мы будем предполагать, что ядро 
К (х, У) и все его частные произволные, с которыми нам придется иметь 
дело, суть непрерывные функции. Прежде всего очевидно, что для того 
чтобы уравнение (33) допускало своим решением непрерывную функ- 
цию $(х), необходимо должно выполняться условие }(0) ==0. Кроме 
того, если ядро К (х, У) допускает непрерывную производную К, (х, У}, 
то и левая часть уравнения (38) также допускает непрерывную про- 
изводную; отсюда следует, что то же условие должно выполняться и для 
функции /(х). Если это условие выполнено, то, приравнивая произ- 
водные обеих частей, мы придем к новому уравнению: 
х 
К(х, ое) НАК, (, 5) 2 (5) 45 ==Л (х). (36) 


о 


И наоборог, каждое решение этого уравнения (36) удовлетворяет также 
уравнению (33), ибо при х=0 обе части последнего обращаются 
в нуль и, кроме того, имеют одинаковые произволные. Уравнение (36) 
есть уравнение Вольтерра второгс рода, и к нему можно применить 
общий метод $ 548, если только А (0, 0) отлично от нуля. Если К (х, Х) 
не обращается в нуль в интервале (0, #), заключенном в интервале (0, а}, 
то, как мы видели, уравнение (36) допускает в этом интервале (0, #} не- 
прерывное решение и притом единственное. Мы приходим, таким обра- 
зом, к следующей теореме: 

Если К (0, 0) 520, }(0) =0 и если функции }(х), К(х, у) допускают 
производные } (х), К’, (х, у), непрерывные в интервале (0, №), заклю- 
ченном в интервале (0, а), внутри которого К(х, х) не обращается 
в нуль, то уравнение (33) допускает в этом интервале (0, й) непре- 
рывное решение и притом единственное *. 


* Эта теорема была впервые установлена Г.е Конх, ТНёе 4е достога! ( Аппа- 
[е5 4е ГЕсойе Могтиие, 1894, стр. 19—22). 
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Если К\(0, 0) =0, то к уравнению (36) нельзя применить результа- 
тов $ 548. Но если К (х, х) тождественно равно нулю, то уравнение (36) 
есть опять уравнение первого рода, с которым можно поступать так же, 
как с первоначальным, если только К’(х, у) допускает вторую непрерыв- 
ную производную К» (х, У). Для того чтобы это уравнение (36) имело 
непрерывное решение, необходимо, чтобы было /' (0) = 0 и, кроме того, 
чтобы функция 7" (х) имела непрерывную производную /” (х). Если эти 
условия выполнены, то можно снова заменить уравнение (36) другим, 
полученным диференцированием обеих частей: 


х 


К, (к дз (НК, (5 8) 9 (8) 45 ==" (х), (7) 


0 


которое представляет уравнение второго рода, если только К’ (0, 0) не 
нуль. Если К’, (х, х) тождественно равно нулю, то можно снова приме- 
нить тот же прием, и так далее. Таким образом мы составляем ряд по- 
следовательных производных по х от ядра К(х, у) до тех пор, пока не 
придем к производной К, 1 (х, у), которая при х==у не обращается 
тождественно в нуль. Для того чтобы уравнение (33) имело своим ре- 
шением непрерывную функцию, необходимо, чтобы функция У(х) до- 
пускала непрерывные производные /' (х), /" (х),..., Л(Р-Т (х), которые 
обращались бы в нуль при х==0. Еслн это так, то р—1 уравнений 


полученных диференцированием обеих частей уравнения (33), удовлетво- 
9РА 

ряются при х ==0. Если производная АР также непрерывна, то непре- 

х 


рывной должна быть и производная /(Р)(х), и, диференцируя еще раз, 
мы придем к уравнению: 


[`3РА (х, 5) й 


хр 4 ($) 4 =) (х), (38) 


К-т (х, х) + (х) + 
6 
которое представляет собой уравнение второго рода, если только 
К(Р-\ (0, 0) не нуль. Это уравнение (38) допускает непрерывное реше- 
ние и притом единственное. Переходя шаг за шагом к предыдущим 
уравнёниям, мы найдем, что это решение удовлетворяет всем промежу- 
точным уравнениям, а также первоначальному уравнению (33). 


ПрРимЕР. Предположим, что ядро К (х,5) есть функция Коши в(х,$) для 
линейного уравнения Д (г) ==0, т. е. интеграл этого уравнения, который при 
х-=5$ обращается в нуль со своими л — 2 первыми производными, и что его про- 
изводная (п — 1)-го порядка при х==5 равна единице. 

Согласно предыдущему, для того чтобы уравнение 

х 


Е. 9 6) 48 =) (89) 
у 


допускало непрерывное решение, необходимо, чтобы функция }(х} и ее п—1 
первых производных обращались в нуль при у==0 и чтобы производная {(®) (х) 
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была иепрерывна. Тогда искомая фуикция ф (х) определяется уравнением второго 
рода, полученным л-кратным диференцированием данного уравнення, т, е. урав’ 
нением: 


х 
во | Е уаз = ид. (40) 
6 
Пусть р р 
р (2) = хп — [оды + ... -- ап-1(х) 2] 


будет левая часть рассматриваемого линейного уравнения. Выше ($550) мы ви- 

ато (х, 5) 
ахп 

той уравнения второго рода, ядром которого была функция 


дели, что производная была при значении параметра А = 1 рэзольвен- 


х—5 к — $7 


К (х, 2) = ао (х) + аи (х) 1 +... ль тт. 


И обратио, согласно примечанию на стр. 14, функция К (х, 5) является резольвен- 
ата 

той Уравнения второго рода с ядром т ‚ опять-таки в предположении, что А =1. 

Решение уравнения (40) имеет, следовательно, вид; 


х Ш 


$ (*) = 1 (х) -| [4 (наф и-э+... фан (® и (а) (5) 48, 
6 


т. е. 
9 &)=В И 
(ср. т. П, $405). 


Если К\(0, 0) ==0, но А(х,х) тождественно не нуль, то изложенный 
метод не применим. Достаточно широкий частный случай рассмотрен 
Вольтерра и Хольмгреном, а позже — Лалеско с помощью процесса по- 
следовательных приближений. Мы здесь, однако, рассматривать его не 
будем, а отошлем читателя к мемуару Лалеско. 


Уравнение (33) можно также привести к уравнению второго рода, с помо- 
щью интегрирования по частям. Представим для этого искомую функцию ф (х) 


аи ь 
как производную Ях некоторой функции и (х), причем мы примем, что и (0) == 0. 


Ивтегрируя уравнение (33) по частям, мы получим: 
х 
Ка, хи -\ К, (2,5) 1 (5) = (м). (41) 
6 


Это опять уравнение второго рода. если только К (0,0) не нуль. Если япро 


К (х, 5$} при $=х вместе со свонми пл — 2 первыми производными по $ обра- 
п} 


д57- 
можно привести уравпение (33) к уравнению второго рода, представив искомую 
функцию $ (<) как л-ю производную некоторой вспомогательной функции и (х}, 
которая при х=0 обращается в нуль вместе со своими п —1 первыми про- 
изволными. Можно также применить метод последовательных прибдижений, 
(Е, Р}саг@, Сотрёе; Юепаиу, (. 139, стр. 245, 1904). 


щается в нуль тождественно, а производная 


при х=$-=0 не нуль, то 
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555. Обобщенное уравнение Абеля. В предыдущем параграфе мы 

с помощью одного или нескольких диференцирований переходили от 

уравнения первого рода (33) к уравнению (36) или (38). Рассмотрим, 

к чему приведет обратная операция, примененная к тому же уравне- 

нию (33). Следуя общему приему, для того чтобы последовательно 

интегрировать и раз в пределах от 0 до х, достаточно заменить в обеих 
(х— Вт 

частях равенства х на Ё, умножить на тг и затем интегрировать 
п 1}! 

по Ёв пределах от 0 до х (т.П, $ 384). Мы получим новое уравнение: 


1 
(х — 9=- КУ == = уют, 
6 


— 


которое после применения формулы Дирихле принимает вид: 


х 


19 (5) 48 [КЦ 5) (0-14 ] ==) (х— 0-14. = (42) 
б 


г 


= — 


Это опять уравнение первого рода, ялром которого является 


К "ОКЗ 


< 


$ 


При 5 =х это ядро и его частные производные по х до (п — 1)-го по- 
рядка обрашаются в нуль. Чтобы решить уравнение (42) относительно 
$ (х), нужно булет согласно общему методу диференцировать обе его 
части по крайней мере п 1 раз. Этот прием, таким образом, оказы- 
вается бесполезным, если ядро К’(х, у} непрерывно. Но тот же прием, 
соответственным образом видоизмененный, дает возможность решить 
обобщенное уравнение Абеля (т. Т, 8 137): 


х 


Я ув, (з) 


где С(х, $} есть непрерывная функция, не обращающаяся тождественно 
в иуль при 5=>, и где а — положительное число, мень’чее единицы. 
Так как в преобра?овании, изложенном выше, не предполагается, что я 
есть целое положительное число, то мы применим его к уравнению (43), 
полагая п==а. Другими словами, заменим в этом уравнении х на Ё, 
умножим обе части на (х— #)*`1 и будем интегрировать в пределах от 
0 до х. Мы придем к новому уравнению: 


х 


` у а Г @ 
\ ф ($) 45 ры, от (44) 
5 ь 


0 $ 
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Это олять уравнение первого рода с ядром 
х 


К; (х, 5) = | 


5 


С (+, ‹) & 
(— 5) (х - п" 


Это ядро уже не обращается в бесконечность при х==$, ибо если по- 
ложить 

= 5+ (х— 5) 2, 
то мы получим: й 


К, (х, 5) -| 9 + Яя 42 


[и 


Оно также при х==$ не обращается тождественно в нуль. Следова- 
тельно, к иему можно применить общий метод, если только @ (0, 0) не 
равно нулю и если функция С днференцируема относительно х. Дифе- 
ренцируя обе части уравнения (44) по х, мы придем к уравнению вто- 
рого рода: 


. 


Г(2)Г{1--а)С (х, х) 9+ к Я, ($)45 == а ло ии . (45) 
р] | 


{1-2 


Обратно, всякое решение этого уравнения (45} удовлетворяет также 
уравнению (43), ибо разность 


(8) 45 —(х) 
удовлетворяет уравнению: 


\ п о (46) 
[2] 


в силу того способа, каким соотношение (44) было получено из соот- 

ношения (43). Применим к этому уравнению тот же метод, т. е. умножим 

обе части на (5 — х)-* и проинтегрируем от 0 до $. После перемены по- 
х 


рядка интегрирования мы получим ( Й (1) 4 =0, и, следовательно, й = 0. 


б 
В частном случае уравнения Абеля мы имеем С -=1, и, следова- 


тельно, К, ==Г (а) Г(1 — а) = == ; уравнение (44) имеет таким обра- 


зом вид: 


\ 6 (5) & = 90 “| а 2: р :. (47) 
|| 9 
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Отсюда непосредствеино получаем: 
х 
пап 9 у ГР 
$ (5) = — <. [ло | (48) 
р] 


Производную в правой части можно легко вычислить с помощью пре- 
образования, которым мы уже пользовались в частном случае при 


а => (т. 1, 8100 и 137); найдем, что 


ф (х) = ы + 0% |. (49) 


так хе“ (х — $): -* 


Для более полного изучения интегральных уравнений с одним или 
несколькими переменнымн пределами отошлем читателя к работе Воль- 
терра „Г.есоп$ зиг 1е$ вацаЧопт$ пибрта[ез е{1ез вацаНоп$ 1п16рто-Чтеп- 
НеПез“, 1918. Можно также рекомендовать книгу Лалеско и диссерта- 
цню Броуна *. В дальнейшем мы будем изучать уравнения с постоян- 
ными пределами, которые имеют особенно важное значение по своим 
многочисленным приложениям в анализе и математической физике. 


|. ЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ 
ПРЕДЕЛАМИ. 


556. Требования, налагаемые на ядро. Прежде всего мы предполо- 

жим, что ядро К (х, У) ограничено в области О, заключенной между пря- 
МыЫМиИ Х==а, х=ф, у=а, у-=6 (а< 6), и что все точки разрыва, 
если они существуют, расположены на конечном числе кривых, кото- 
рые могут быть двух родов. Первые, которые мы будем называть ли- 
ниями разрыва первого вида, пересекаются прямыми, параллельными 
осям координат, в конечном числе точек. Линии второго вида суть 
отрезки прямых, параллельных одной из осей. Мы будем говорить о 
ядре, что оно первого вида или что оно почти всюду ** непрерывно, 
если все его линии разрыва суть только лииии первого вида; ядро бу- 
дет второго вида, если оно имеет линии разрыва второго вида. Отсюда 
ясно, что если ядро имеет конечное число точек разрыва, то оно пер- 
вого вида. 
° Пусть х==ху будет линией разрыва второго вида; предположим, 
далее, что А (х- а, У) имеет своими пределами А (х 0, у), когда в 
стремится к нулю, и что обе эти функции. интегрируемы. Мы предпо- 
ложим, кроме того, что К’\(ху, у) тоже интегрируемо, и сделаем те же 
предположения относительно линий разрыва, параллельных оси Ох. 
Ясно, что если ядро К (х, у) удовлетворяет всем этим условиям, то оно 
интегрируемо как в отношении обоих переменных, так и относительно 
каждого переменного в отдельности. 


* Вго\пе, Алпла{ез ае (а Расийё 4ез 5$«епсез 4е Тоишроиуе, 1913. 
** Неумоо4 её Ргёсвеьв, стр. 6, 
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Рассмотрим сначала ялро К(х, у) первого вида. Пусть функция }(х) 
интегрируема в интервале (а, 6), т. е. либо ограничена, либо во всяком 


случае такова, что 1/6 )|45 имеет конечное значение. Покажем, что 


функция : ь 
Е(х)=\ К (х, 5) 1($) 45 


непрерывна в интервале (а, 65). Мы предположим для простоты, что 
ядро А\(х, >) имеет единственную точку разрыва Уз на прямой х=жь. 
Мы можем написать: 


Яя ра Ь 
Е (%) — Ехо) = \ [Кох $) — К (к 576) + \-Е(, 
ы \ 


где у; и у, находятся соответственно между @ и уз, У и 6. Пусть М 
будет верхней границей для |К|, тогда 


У 
(Кб 5) — К 3 16) 45| <2М \ |118. 
У я 


Выберем теперь у; и у, так близко к У, чтобы правая часть была 


Е 
меньше _; при таком выборе у, и у, можно указать такое чиело 1, 


чтобы для значений х, удовлетворяющих условию [х—ж |< т, и для 
любых значений у из интервалов (а, У), (у›, 8)* абсолютная величина 
разности |К(х, у) —К (хо, У)| была меньше любого положительного 
числа. тож легко заключить, что функция Р(х) непрерывна. Совер- 


шенно аналогично можно доказать, что \К(с, У) 1 ($) 45 есть непрерыв- 
а 
ная функция от у в интервале (а, 65). 
Пусть К (х, у} и К, (х, у) будут два ядра первого вида. Покажем, 
что функция 


6 
Е(х, у) = \ К(х, $) К, (5, у) 4; {50) 


С 


есть непрерывная функция от хиу в области Ш). Действительно, 
возьмем две близкие точки (Хо, Уз), (х,, У} в этой сбласти. Можно на- 
писать, что 


ь 

ЕР (хь 1) — Р (хо, У) = (ж1› 5) [К (5, У) — К; (5, Уз) | 4$ + 
ъ 
+\ 


К, (5, Уо) [К (хх, 5) — К (хо, 5)] 45, 


* Строгое доказательство читатель найдет в упражнении 3. 
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и аналогично предыдущему показать, что правая часть стремнтся к нулю, 
коль скоро стремятся к нулю разности х; — №, у — У. 
С ядром второго вида дело обстоит несколько иначе. Если К (х, у) имеет 
своими линиями разрыва отрезки, параллельные оси Оу, то функция 
Е = К 5) 1 (9 аз 


а 


опять непрерывна в точке х — ху, если это ядро имеет только конечное число 
точек разрыва на прямой х= м. Но если вся эта прямая есть линия раз- 
рыва, то ь 


Е (0 + =) —Р (а) =\ [К де +в, 5) -- К (хо, $] 1 ($) 45, 


а 


и, следовательно, если будет стремиться к нулю, то мы получим: 
ь 
Е (хо + 0) — Р() == \ [К (о + 0, $) — Ко 5)] 1 (5) 45, 


а 


т. е. лля функции А (х) точка ху есть точка разрыва первого рода. 

Пусть будут, далее, К (х,у) и К, (х, у) два ядра, из которых по крайней мере 
одно имеет линии разрыва второго вида. Функция Р (х, у), определяемая форму- 
лой (50), непрерывна в любой точке (хе, уз), которая не лежит ни на одной ли- 
нии разрыва этого вида обоих ядер. Положим, далее, что прямая х= хо есть 
линия разрыва, например, для ядра К (х, у). имеем: 

в 
Ею ьУ—Риь 2) == \ К, ($ У) {Кое 3) -К(иь)} 45, 


*/ 


а 
и правая часть имеет своим пределом 


5 
\К, (5.5) {Ко 0,9 — Коь 9} 45 


т. е. функцию от у, которая имеет только конечное число точек разрыва в интер- 
вале (а, 2), согласно только что проведенному рассуждению. 

Итак, линиями разрыва функции Р (х, у) в области О могут быть только ли- 
нии разрыва второго вида одного из ядер К (х, у) или К, (х, у). 

557. Решение с помощью последовательных приближений. Метод по- 
следовательных приближений, с помощью которого мы решили уравне- 
ние (1) Вольтерра, может быть непосредственно распространен на урав- 
нение Фредгольма: 


$ (*) == \ К (х, $) $ (5) 4$ - Л (х), (51) 


8—3 


в котором ядро К(х, у) и функция /(х) удовлетворяют условиям, о ко- 
торых речь была выше. Но только вместо ряда, который всегда схо- 
дится, мы здесь приходим, вообще говоря, к целому ряду относительно ®, 
имеющему конечный радиус сходимости. В следующей главе мы будем 
подробно изучать свойства той аналитической функции параметра \, 
которую здесь приходится явести, 
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Предположим на время, что абсолютная велнчина \ меньше радиуса 
сходимости ряда. 

В приложениях важно не ограничиваться теми случаями, когда и 
ядро К (х, у) и функция /(х) являются непрерывными. Вот почему мы 
останавливались на условиях несколько более широких, а впоследствии 
вынуждены будем их еще расширить. Уравнение (1) Вольтерра представ- 
ляет частный случай уравнения (51), если мы предположим, что для 

у>х ядро К(х, у) равно нулю. Все результаты, которые были полу- 
чены для уравнения (1), представляют не что иное, как частные случаи 
более общих результатов, и все теоремы, которые мы получим, будут 
справедливы также и для уравнения Вольтерра, если только принять во 
внимание частный вид его ядра. 

Можно, как и раньше, получить формальное решение уравнення (51) 
в виде ряда относительно %: 


ф (<) = фо (х) -- №, (ХМ) ..., (52) 
коэфициенты которого определяются один за другим с помощью рекур- 
рентной формулы: 


фи (х) =\К(х, $) фи_1 (5) 45, (53) 


8 — < 


причем фо (х) ==/(х). Все функции $„(х), начиная с $. (х), ограничены 
и интегрируемы и даже непрерывны, если К\(х, у) имеет линии разрыва 
только первого вида. Эти коэфициенты ф„(х) приводят к соответствую- 
щим доминирующим функциям — коэфициентам Ф,„(х) ряда 


Ф(х)==Ф, (х) РФ, (х)--... + МФ, (х-.. 


который дает формальное решение вспомогательного уравнения 


[4 
$ (х) =1 | МФ (5) &  Е(х), (51) 


а 


где М есть верхняя граница для К (х, у}, а Р(х) — интегрируемая функ- 
ция, доминирующая относительно функции /(х), например |/(х)|. Вся- 
кое решение этого вспомогательного уравнения имеет, очевидно, вид 
Е(х)| С, причем значение постоянвого С определится непосредствен- 
ной подстановкой. Мы получим, таким образом, решение уравнения (51); 


которое разлагается в ряд вида (52), если только значение ) удовлетво- 
ряет условню: 


ив: (54) 
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Если \ удовлетворяет этому условию, то и ряд (52) ‹ам равномерно 
сходится, и, следовательно, его сумма ф(х) представляет решение рас- 
сматриваемого уравнения. Подобно тому, как мы это делали в $ 548, 
можно и здесь показать, что если ) удовлетворяет условию (54), то 
это решение единственное. Если ядро почти всюлу непрерывно, то 
функция 9(х) имеет в интервале (26) те же точки разрыва, что 
и функция Х(х). 

558. Повторные ядра. Формулы для определения $,(х) и 9.(х) 


имеюг вид: 
ь 


5 
4; (х) =\К(х, 5) 1(5) 45, $. (х) =\К(х, 1) 9; (0) 4. 
а 7: 
Если теперь заменить в первой из них х на #, подставить во вторую 
значение $, (1) и затем поменять порядок интегрирований *, то мы по- 
лучим для ф.(х) новое выражение: 


$2 (х) =\ К“? (х, 8) 1(5) @5, 


— 


К (х, 5) =\К(х, В КЦЬ 5) 4. 


а 


Точно так же можно показать, что выражение для $.(х) имеет вид; 
ь 


9 (х) — \ К (х, 5) /(5) 4, 
где 
8 
К“) (х, 5$) ==\ К(х, ИК“) (Ё $) 4Е. 


Мы приходим, таким образом, к бесконечной последовательности ядер: 


К“? (х, у) =К(х, у), К’ (х, у),..., К®(х, у)...» 


которые все получаются из первого с помошью рекуррентной формулы: 
ь 


К (х, у)=\К(х, 0 К-1 (В у аь (55) 


. 
а 


Это — последовательные повторные ядра функции К (х, у). Они все 
ограничены в области Ди непрерывны в этой области, если функ- 
ция А(х, у) почти всюду непрерывна. Вообще они непрерывны в любой 


* Ясно, что при таких предположениях, которые сделаны относительно ядра, 
эта операция здесь законна; ее можно применить н при более широких условиях, 
а следовательно, и все следствия будут также справедливы. 
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точке, не лежащей на линии разрыва второго вида функции К\(х, у). 
Из определения этих ядер легко можно получить некоторые их свойства, 
которые будут нам впоследствии полезны. Так, подсчитывая одно за 
другим повторные ядра, межно написать, что 


ьь ь 
К“) (ху=\\ ... \К(*, 8) К (Е. 1,)... К(_ьУуан а, 4; 
аа а 


отсюда с помощью простой перемены порядка интегрирований мы но- 
лучаем, что для любых целых и положительных значений и и у имеет 
место соотношение: 


К®+*” (х, у) = \ К® (х, ИКС (Ь у) 4 (56) 


—_е 


С 


и эту последнюю формулу легко было бы еще обобщить. Так, напри- 
мер, ядра К (х, у), К“ (х, у) получаются последовательными повто- 
рениями из К“ (х, у) *. 

559. Разрешающее ядро. Легко показать, что выражение для коэфи- 
циента $„(х) при \" в ряде (52) имеет вид: 


2 


$" (х} = \ К“ (х, 5) 1(5) 45. (57) 


в 


В самом деле, если предположить, что формула верна для $,(:), 
то согласно рекуррентной формуле (53) имеем: 


Г Г) 
Чика (%) = (К(х, 94, (0 41 = \\К(х, ЭК®(Ь, 8) 1(5) 454, 


а 


а 


Фит () ==\/1($) К"+3 (х, 5) 45. 


в — 5 


Приняв это во внимание, рассмотрим ряд: 
Г(ж у; ) = К(х, у) | АК) (х, у)... Е м1 К (х, У) +. (58) 


Из закона составления коэфициентов этого ряда следует, что если М 
есть верхняя граница для |К(х, у)|, то |К“@?(х, у)| будет меньше 
М" (6 — х)"-1 в каждой точке области Ш. Ряд (58), следовательно, 


* В частяом случае уравнения Вольтерра, где для у >> х значение К (х, у) =0, 
ясно, что все последовательные повторные ядра также равны иулю при у>лх, 
и рекуррентное соотношение (55) обращаются в соотношение (11). Резоль- 
вента Г(х, А) при у>х также равна нулю, и функциональные уравне- 
О (61), которые ниже будут получены, обращаются в уравнения (15) 
и . 
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сходится равномерно * в этой области, если параметр А удовлетворяет 
условию (54). Поэтому можно интегрировать почленно ($ 549) ряд, 
выражающий разложение произведения Г(х, 5; 1) /(5\, и формула (52), 
которая дает решение интегрального уравнения, приннмает вид: 


ь 
$ (5) == (ж) +» \ Г (х, $; №) ($) 45. (59) 


Функция Г(х, у; \) называется также резольвентой или разрешаю- 
щим ядром уравнения (51). а формула (59) дает явное решение инте- 
грального уравнения с помощью резольвенты. Но эта формула (59) 
верна только для таких значений параметра, которые по модулю не 
превосходят определенного предела, ибо ряд (58), вообще говоря, не 


* Э. Шмидт указал нижнюю границу для радиуса сходимости ряда (58), 
которая больше границы (54). Метод Шмидта основан на неравенстве Шварца: 


ь ь Ь 
[исдз дах < \ лбдахх Де дах, (А 


которое можно получить, если запис‚ть, что квадратичная форма относительно 
аив 
ь 


\ [65 0) + з фах 


а 


есть определенная форма, и которое непосредственно распространяется иа крат- 
ные интегралы, если только область интеграции всех трех интегралов одна и та 
же. Применим неравенство Шварца к формуле, которая дает л-е повторное 
ядро К*=/(х, у). Мы получ:ем: ь 


ь 
СК) (хе, уда [К е-0, рае х \ [К бр 
и, следовательно, ы а 
Ь ьь ь ь 
ке сь зурах ду | ке-оь урауаех [К рака 
Ее: 2 \ 


Применяя последовательно эту последнюю формулу, мы приходим к нера- 
венству: 
ьь 


ьь 
| кос, драку = { (Ко рая ву. (в) 
аа аа 
С другой стороны, из формулы (56) и аналогичных соотношений мы полу- 


чаем: 
ьь 


К) (х, э=\ (к (х, $) Ки-3 (5, ВК, уаз 


и, следовательно, пряменяя неравенство Шварца к двойным интегралам, полу- 
чим, что 


[К (х, у) = 


| 
аа 


5 |. 
\ [Ки (5, Вр’ ава х\ \ КС, ЭК ур. ©) 
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сходится для любых значений \, как это имело место в случае уравне- 
ния Вольтерра. Напротив того, при произвольном ядре К(х, у) он 
имеет конечный радиус сходимости, так что формула (59) только ча- 
стично решает задачу. Полное ее решение булет дано в следующей 
главе. Существуют, однако, ядра, отличные от ядер Вольтерра, для ко- 
торых формула (59) дает решение интегрального уравнения при любом 
значении ). Таков случай ядра, ортогонального самому себе, т. е. та- 
кого, для которого К“? (х, у) тождественно равно нулю. В этом случае 
все остальные повторные ядра также нули, и разрешающее ядро обра- 
шается в функцию К (х, у) *. 

Прелположим, что Х удовлетворяет соотношению (54) или, общее, 
что ряд (58) равномерно сходится в области О для любого значения 
этого параметра. Функция Г(х, у; \) удовлетворяет двум функцнональ- 
ным уравнениям: 


Г(х, у; у = К(х, НА К(х, ОГ у; 4 (60) 


Ге УК, и, УГ у (61) 


в —& ве. 


Чтобы доказать, например, первое, достаточно в формуле (58) за- 
менить х на Ь умножить обе части на К(х, № и проинтегрировать 
почленно в пределах от а до 6. Второе устанавливается совершенно 
аналогично. С помощью каждого из этих соотношений легко проверить, 


Сопоставляя неравенства (В) и (С), мы приходим, наконец, к неравенству 
ьь ь 
ро па 

[Ах уда { | (Ка, урал х [К тв х КФ У, 
аа |3 а 


которое можно Написать в виде 
п? 


1К@) (х, 1-Е? ИМ, 
если положить 
[2 ь 


ЬЬ 
= \ кс, урахау, м= (К(х, 345 Хх \ ке, Ура 


Итак, ряд (58) сходится равномерно во всей области О, если только абсо- 


лютная величина } меньше чем ——. 
ИТ 
* Если прелелы а и 6 суть 0 их, то ядро 
+ 
К (х, у) = › апп пх со$ пу, 
П=1 
в котором ряд Х|аи„| сходится, ортогонально самому себе, Для ядра 


К (х, у) = аи чп хзт2у | вп 2х ча Зу -... арт рхзш (р + Пу 


резольвента Г(х, у *Х) есть многочлен относнтельно Х степени р — 1. 
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что функция ф(х), определяемая формулой (59), удовлетворяет инте- 
гральному уравнению (51) и что, кроме того, это решение единствен- 
ное, в предположении, конечно, что ряд (58) для рассматриваемого 
значения Х сходится. Вычисление ведется в обоих случаях совершенно 
одинаково; мы привелем доказательство только для второго случая. 

Пусть $(х) будет решением уравнения (51). Из этого уравнения мы 
получаем, что 

5 

| х, $3) ве =го 5; 1)/(5) аз РА \\К($, ЭГ(х, 5; №9 (04 а, 


аа 


или, принимая во внимание формулу (61): 
ь 5 ь 
\Г(х, 5; №9 (5) 48 == | Г(х, 5; №1(5) 48 + ФГ (х, 6 М — Ка, 0] 4Ь 
а а в 


г. е. 


ь ь 
АГ (2, $; №) (5) 45 == \ К(х, 0904 


Из этого равеиства и из самого уравнения (51) мы приходим к фор- 
муле (59) и получаем таким образом результат, полученный нами ранее 
другим путем: для каждого значения ), достаточно малого по абсо- 
лютной величине, уравнение (51) допускает решение, и притом един- 
ственное, и это решение определяется формулой (59). 

Если переставить переменные х иу в ядре К(х, у}, то получится 
новое ядро К(у, х), вообще говоря, отличное от первого. Соответст- 
вующее уравнение Фредгольма 


8 
$ (х) =^\К(з, х)$ (5) 45 в (х) (62) 


называется союзным уравнению (51). Легко видеть, что ядра, которые 
получаются повторением ядра К(у, х), получаются из повторных ядер 
К(х, У) соответствующего порядка, если переставить местами перемен- 
ные хи у, так что резольвента уравнения (62) есть Г(у, х; ^). Выводы 
будут совершенно те же, что и для уравнения (51). Если абсолютная 
величина \ достаточно мала, то уравнение (62) допускает решение, и 
притом единственное, которое дается формулой: 
ь 
фо) = 8 (9) | Т(5, х; 1) (8) 45. (63) 


а 


В частном случае уравнения Вольтерра ядро К(у, х) при ухх 
равно нулю, и союзное уравнение есть опять уравнение Вольтерра: 
ь 


ф(х) = «9 --® | Кб х)$ (5) 45. 


$ э. Гурса, т. Ш, ч. 2. 
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560. Свойства разрешающих ядер. Из разложения (58) разрешающего 
ядра можно получить еще другие важные свойства этой функции. До- 
казательство предполагает, что модуль Х меньше радиуса сходимости, 
но самые свойства по самой своей природе сохраняются во всей обла- 
сти определения аналитической функмии Г(х, у; №) параметра \. Пусть 
Г, (х, у; № будет разрешающее ядро уравнения Фредгольма, в котором 
ядром является функция К“ (х, у). Согласно приведенному выше имеем: 


Г. (х, у; №) = К“ (х, у) + АКС® (х, у)... + МР-В К (х, у)... 


Эта функция Г,(х, у; №) очень просто выражается через Г (х, у; ^). 
Действительно, умножим обе части формулы (58) на \ и заменим в ней 
последовательно \ на &), %?\,..., 7-1}, где ю есть первообразный 
корень уравнения &” ==1. Склалывая почленно полученные равенства, 
мы после преобразований получим: 


пА" Г, (х, у; №") = МТ (х, УзА) ЭГ (х, у; в) +... "1 (х, у; 7-1]. 
! 
а затем, заменив \ на п, найдем, что 


1 1 
Г, (х, у; Бай ны унйй +. Нота (доки) (64) 


Обратно, из Г. (х, у; №) можно получить Г (х, у; ^). В самом деле, 
имеем: 


ь 


\ КС (х, 5) Г, (5, у; уав=ЕК(и В (к, у) АКя чо (д, у)-Н2К +В (к, у... 


в 


н, следовательно, группируя в формуле (58) члены по п, начиная с 
п-го, ее можно записать в виде: 


Г(х, у; )=К(х, 5) ЕАК (х, у... М2 (х, у) + 
ь 


НУ-Т, (х, у; Мм) | К(х, $), (5, у №)... 


Ь 
...-- №8-2 \ К-т) (х, $) Г, (5, у; №) 45 
илн в виде: ” 
ь 
Г(х, у) ==Н(х, ум Г, (х, у") -Н № Н(х, 53 Г, (5, У; 45, (65) 


если положнть 


Н(х, у; )=К(х, у) ЕАК (х, у)... Нм КИ (х, у). (66) 


$ 560 И. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УР-НИЯ С ПОСТОЯННЫМИ ПРЕДЕЛАМИ 35 


Вот еще другое важное свойство, доказательство которого очень 
просто. Будем рассматривать Функнию Г(х, у; \) как ядро и применим 
к ней изложенный процесс повторения ядер. Мы получим последова- 
тельность функций, первая из которых ГО) (х, у; \) ==Г(х, у; № и для 
которых мы введем аналогичные обозначенля: 


Г (х, у; \), Г (х, у; %),..., Г (х, у; 1),... 


Эти функции определяются одна за другой из рекуррентного соот- 
ношения; 5 


Г (х, у; 1) == \Г(х, 5; №) Г (5, у; 1) %. 


а 


Согласно этому рекуррентному закону и выражениям для последо- 
вательных повторных ядер нетрудно видеть, что 


ЭГ ГГ 
(2) = - (3) = 
Г (х, У; № 3’ Г {х, У; ^) 1.9 92 '*°`° 
и вообще _ 
1 да-1[ 
Г) ’ , } —щ _. 
пб 


Следовательно, разложение функции Г(х, у; Х+ ны) в ряд Тейлора 
по степеням Х имеет следующий вид: 


Г (х, УзА ВЕТ (х, Уз АР (ху +... М1 Г (ху; в)... (67) 


Таким образом, если рассматривать Г(х, у; и) при определенном 
значении и как ядро уразнения Фредгольма, то соответствующим 
разрешающим ядром будет Г(х, у; \-- в). Можно поэтому обобщить 
функциональные соотношения (60) и (51), которые представляют не 
что иное, как частные случаи общего соотношения: 

ь 
Г(х, УВ ==Г(х, у}; н) -%( Г( БГ А-В ае. (68) 
а 

Полагая и —=0, мы получим формулу (60). Заменив Х на —Х и в 
на \, мы получим формулу (61). Формулу (68) можно еще написать 
в несколько более симметричной форме, если заменить д на) и * на 
и—\: 

5, 
Г(х, у; №) —Г(х, у; = (ИГ, БОГ у; № а (69) 
а 

Достаточно теперь приближать \ к \, и мы получаем интегро-диф- 

ференциальиое соотношение: 


[2 
ии [го БУГ(Ь у; №) 4 (70) 


а 


которое вместе с условием Г(х, у; 0) ==К(х, у) определяет резоль- 
венту, ибо если разложить Г в ряд относительно ), то, принимая во 
внимание эти два условия, мы как раз придем к разложению (58). 
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Примечание 1. Формулы (51) и (59) могут быть рассматриваемы как 
обратные одна относительно другой. В самом деле, будем в соотношении (5$) 
рассматривать функцию ф (х) как данную, а /(х) — как неизвестную и запишем 
его в несколько более общей форме: 


а 


‹ 


А) = (+в \ Г(х, $; №) } 5) а5. (71) 


Это есть уравнение Фрелгольма с ядром Г(х, у; ^), Его резольвеной, как 
это нетрудно показать, будет Г (х, у; Х- в), и для значения параметра и =—\ 
она принимает значение Г (х, у; 0) =К (х, у). Таким образом формула, выража- 
ющая решение уравнения (59), совпадает с урагненнем (51). 


Примечание НП. Согласно предыдущему формулы (68) и (69) доказаны 
только для тех случаев, когда значении ), /', в по абсолютной величине лоста- 
точно малы. Но так как обе части каждой из этих формул представляют аналитн- 
ческие функции этих параметров, то ясно, что каждое равенство остается спра- 
ведливым во всей области существования резольвенты. Заметим еще, что эти 
соотношения не зависят от первоначального ядра К(х, у). Всякая функция 
Г(х, у; №), которая удовлетворяет этим соотиошениям, лает возможность нап’ - 
сать явное решение бесконечного множества интегральных уравнений. Доста- 
точно для этого дать параметру такое частное значение ), чтобы Функция 
Г(х, у; Х) была в окрестности этой точки голоморфна, и взять в качестве ядра 
Г(х, у; №). Соответствующей резольвентой будет Г (х, у; %-+\). 


561. Неограниченные ядра. В наиболее важных приложениях встре- 
чаются интегральные уравнения, в которых ядром служит неограничен- 
ная функция, хотя и интегрируемая. Если процесс последовательных 
приближений, изложенный выше ($ 557), приводит к Фуикциям ф,„(х), 
имеющим конечное значение, то формулы (52) и (39) дают и в эгом 
случае формальное решение интегрального уравнения. Это формаль- 
ное решение годится для очень широкого класса случаев, когда все 
ядра, полученные из ядра К(х,у) последовательными повторениями, 
начиная с некоторого определенного, например А“ (х, у), остаются 
ограниченными. Тогда в ряду (58) только некоторое число членов вна- 
чале может не быть конечным, но начиная с члена, содержащего \”-1, 
все коэфициенты остаются ограниченными. Ряд, составленный из этих 
членов, сходится равномерно, если только |\| остается меныше опреде- 
ленной границы. В самом деле, пусть /М будет верхняя грань для 
К (х, У). Тогда непосредственно видно, что ряд, составленный из членов, 
взятых группами по п, начиная с \"-1А\”) (х, у}, равномерно сходится, 
если только М (5 — а)|\№"| будет меньше единицы; то же можно сказать 
о различных рядах, полученных из данного ряда группированием по л 
членов, начиная с )"К+? (с, у),..., 4272 К-т (х, у). Рассуждения 
предылущих параграфов остаются в силе, и дла достаточно малых зна- 
чений |}.| формула (59) дает решение интегрального уравнения. Все 
свойства разрешающего япра, которые вытекают из разложения в ряд 
(58), остаются в силе в более широком случае неограниченного ядра, 
если только радиус сходимости этого ряда отличен от нуля; как мы 
только что видели, это имеет место в тех случаях, когда все повторные 
ядра, начиная с некоторого, остаются ограниченными, 
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Можно непосредственно доказать, что решение уравнения (51) при- 
водится к решению уравнения того же вида с ядром КС (х, у). Дей- 
ствительно, из соотношения (51} мы получаем: 

ь ь 5 
№ \ К (х, 5) 9 (5) 45 == 2+1 \ КФ (х, 5) 9 (5) 45 + А? \ К? (х, 5) 1($) 45, 
а а а 
где р — целое п `ложительное число. Положим в этом равенствер =—1,2,..., 
п—1 и сложим почленно все полученные уравнения с уравнением (51). 
Мы получим: 


Ь в 
(жд К (8) (8) а8-- [7(\) --А\ К(х, 39.768) @ |... 


Ь 


...4 дит К-т (х, $15) а]. (51) 


а 


так что $ (х) есть решение нового уравнения (51'’). Пусть, наоборот, 
Ф(х) будег решением уравнения (51'); эта функция ф(х) удовлетворяет 
также уравнению: ь 


$ (х) —\\ К(х, 5) 3 (5) 48 —1(х) = 


а 


5 5 
— м \ ке (х, $) [$ (5) — 1 ($) — м1 \ КТ (х, $) $ (5) 45, 


которое получается из уравнения (51’) простым преобразованием и ко- 
торое может быть записано в виде: 
ь 


$ (<) =м\ К” (х, $) $ (5) 45, 


где ф(х) означает левую часть предылушего соотношения. Но это по- 
слелнее уравнение для достаточно малых значений |}| не имеет другого 
решения, кроме $ (х) =0, т. е. функции © (<); решение уравнения (51') 
является также решением уравнения (51). Читатель легко покажет тож- 
дественность решений обоих уравнений (51) и (51’), данных общими 
формулами, стоит только принять во внимание соотношение (65) между 
резольвентами Г(х, у; №) и Г, (х, у; №). 

Наибольший интерес для приложений представляет случай, когда 

С (х, у) _ 
ядро имеет вид ЕЁ ‚ где числитель остается ограниченным, а по- 
казатель а есть положительное число, меньшее единицы, так что интеграл 
ь 


\К(х, 5) 1(5) 4 


имеет, вообще говоря, конечное значенне Число я носит название 
показателя ядра, 
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в в, 


Если даны два ядра этого вида: ща и в 
х— &—У 


с показателями 


а и В соответственно, то ядро 
ь 


Ех, у—= | 


а 


`@(х, $) 0, (5. ъ) 
1—5 5 — У? 


45 (72) 


имеет своим показателем число не большее а В —1. Положим для 
определенности, что х<у, и пусть М и М, булут верхними гранями 
соответственно для |@|и |(,|. Полагая 5==х--Ё(у—х), мы, оче- 
видно, получим: Ч+-оо 
Вх, у ММ, Ге 
| ‚5 ур РЕВ, 
—со 


и интеграл в правой части имеет конечное значение, если только 
о - В — | положительно. Если а-РВ <1, то легко показать, что функ- 
ция Р(х, у) ограничена, если разбить интеграл (72) на три других 
с пределами (а, Х) (х, у) и (у, 6). Если а-- В==1, то, вообще говоря, 
функция Е(х, у) при х = у становится бесконечной, как 108 х— У. 


Если функции С (х, у} и О, (х, у) непрерывны вне биссектрисы у==х, то и 
ядро Р(х, у) непрерывно в окрестности всякой точки (х%, Уз), не находящейся 
на биссектрисе, Интеграл (72), рассматриваемый как функция двух переменных 
(х, у), равпомерно сходится в окрестности системы значений х= ль, У=У 
($ 504). В более общем случае, когла С (х, у) н @(х, у) почти всюду непре- 
рывны, из рассуждений $ 556 без труда слелует, что функция Р(х, у) непре- 
рывна в любой точке, не находяшенся на биссектрисе. Если одна из функций @ 
или Ц, имеет в качестве лннии разрыва стрезок прямой, параллельной одной из 
осей, то и функция ЕР (х, у) также имеет, вообще говоря, эту линию линией 
разрыва. 


‘` Пусть А (х, У) будет ядро указанного вида с показателем а< 1. 
Последовательные повторные ядра К“? (х, у), К‘ (х, у),..., К (х, у) 
‘имеют согласно предыдущему показатели не большие, чем 2а—1, 
За —2,..., ра— (р—1). Для того чтобы ядро КР+1 (х, у} было 
фе 

1 —а 
тельно, среди ядер, полученных из даяного ядра с помощью повторе- 
ний, только конечное число ядер являются неограниченными, 

Или точнее: если т есть первое целое число, превосхозящее 


ограничено, достаточно, чтобы (р-- 1) а«р или р> . Следова- 


тс’ то т-е повторное ядро не может обращаться в бесконечность 


при х==у. 
Примечание Г. Если ядро К (х, у) при х=у обращается в бесконеч- 


ность, как 105 | х— у|, то произведение (х — у)* К (х, у) при ‘любом положи- 
тельном значении а остается ограниченным. Если мы возьмем, например, 


1 
“=-, то видим, что первое повторное ядро остается конечным при у==х. 
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Примечание П[.. Можно также рассматривать уравнения Вольтерра, ядра: 
которых при у = х обращаются в бесконечность. Такое ядро имеет вид: 


К (х, 5) = Ч. у 

(х— у) 
для ухх и равно нулю для ух. Все предыдущие рассуждения остаются 
в`силе, но только последовательные повторные ядра равны нулю при ух. 
Мы приходим заким образом после конечного числа повторений к ядру Вольтерра 
уже конечному. Положим, например, что первое повторное ядро К@)(х, у) огра- 
ннчено. Уравнение Вольтерра 


х 
| @(х, $ 
А [6948476 (13) 
а 
приводится к уравнению с ограниченным ядром: 
Хх х 
#(х) = \ К®(х, $) 965) 45 + /(%) +2 \ К(®, $109 45, 
а а 
решение которого удовлетворяет также уравнению (73), ибо уравнение 


х 


$0 =№\ КО (х 5) 4(5) 45 


а 


имеет своим единственным решением $ (х) =0 (5 548). 

Примечание 111. Решение уравнения (51), изложенное в предыдущих па- 
раграфах, применимо также к некоторым неограниченным ядрам, из которых нельзя 
получить ограниченного ядра конечным числом повторений. Возьмем, например, 
Н (х, у) 
ядро К = ра, в котором числитель Н(х, у) есть ограниченная функ- 
ция, а а — положительный показатель, меньший единицы; с заключено в интервале 
(а, 5). Ясно, что все последовательные повторные ядра, полученные из К (х, у), 
обращаютея в бесконечность при х==с. Однако формальное решение $ 557 — 
558 сохраняет смысл и может быть применено без изменений. В самом деле, 
рассмотрим последовательиость функций Н\Ф)(х, у}, полученных из функпин 
Н(х, у) с помошью рекуррентной формулы: 

р. 
. й "НН (х. В Н@-9(ь +) 
п — м 
Н”) (х, у) | ат .Ь 


а 
Все эти функции ограничены, и нетрудно втаг за шагом показать, что |//®) | < 


и __ _ 
и) ибн дни ИВ а М есть 


< Мптал-ь где через й обозначено число — 


верхняя граница функции |Н\(х, у) |. Положим 
1 
РЕН ЭНА У+... м Н® (ху +...}. 


—@е |< 
Ряд, который входи? в числитель правой части, равномерно сходится, коль 


скоро |%| не превосходит мь: Кроме того, можно показать, что Г(х, у; №. 
удовлетворяет функциональным соотношениям (60) и (61) для резрешающего 
ядра. Функция Г(х, у; *) дает, таким образом, возможность решить два союзных 
уравнения: -ь 


5 
оо ая те: 


ке $ (5) 45, ОЕ | На 


8 8 


$ (5) 45, 
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если только значение || достаточно мало. Если, например, 


Ки, э=уИ* (@=0, 6=1), 


то все последовательные повторные ядра равны первому, и резольвента равна 


— 
у #. ——. В этом частном случае формула (59) дает решение соответствую- 
х — 


шего интегрального уравнения для всякого Х, отличного от единицы. Ясно, что’ 
такой же результат мы получим для ядра 


Н(х, у) 
[Ас м... 1х — сор’ 


если каждый из показателей а, а»... а, 
есть ограниченная функция. 
552. Системы интегральных уравнений. Совершенно аналогично предыду- 
щему можно развить метод приближений для системы интегральных уравнений: 
гп 


ид» \ УК 96) +109 (=... , п), (9) 
0 А=1 : 
где для определенности мы полагаем а ==, 6-1. Но Фредгольм очень изящно 
привел решение такой системы к решению одного уравнения, ядро которого 
имеет линии разрыва, параллельные осям координат, ВОТ почему, собственно, мы 
и рассматривали ядра этого рода в прелыдущих параграфах. Си вводит ядро 
Н(х, у), определенное для значений х и у, заключенных между 0 ил, © по- 
мощью п? условий вида: 
[— [< х<Е 
). 05, 


Н(х, У=Ких Г у—й-+ 1) для .( —1<у<в 


где ри й — целые числа, принимающие значения от 1 доп, а чакже функцию 
Ех), определенную в интервале (5, п) с помошью п условий: 


Ех) = (х—-!) ля -1<х<Е (76) 
Ясно, что прямые х = 1, 2,..., п—1, у=1,2,..., п—1, представляют, во- 
обще говоря, линии разрыва для функции А (х, у). Пусть $, (х),..., (4) бу- 


дет системой решений уравнений (74). С помощью этих и функций можно опре- 
делить в интервале (0, 7) вспомогательную функцию Ф (х) при помощи условий; 


меньше еднницы, а числитель #/(х, у} 


ФА = (2+0 дя 2-1<х<р2 (77) 
Полагая в уравнении (74), что х заключается между { —Ги & мы находим: 
пя 
вере =лУ, \ Ки 5-е 1 45 Д-Р, 
= 1 . 


что согласно формулам (76) и (77) можно еще записать так: 
п 


`ФЮЕНН(ь, 9$(9 8 +2(%). (18) 
о 


Наоборот, зная решение уравнения (73), мы с помощью соотношений (76) и (77) 
получим систему решений уравнений (74). 


563. Случай функций многих переменных. Распространение изложен- 
ной теории на решение интегральных уравнений вида: 


Ф (х, К У (ат Л(х, у), 179) 
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очевидно. Ядро К(х, у; &, 1) есть данная функция двух пар перемен- 
ных (х, у) и (5, 1), определенная, когда каждая из точек (х, у) и 
(&, 1) находится в области О, на плоскости; /(х, у} есть данная функ- 
ция, а функцию ф(х, у) нужно найти. При изложении метода Неймана 
($ 533) мы встретились © интегральным уравнением несколько более 
общего вида, где интеграции были распространены на замкнутую по- 
верхность. Пусть вообще Р(М) будет функция, которая имеет опреде- 
ленное значенне в каждой точке М поверхности У; замкнутой или нет. 
Мы будем говорить, что Р(М) есть функция точки М, определенная 
на У. Точно так же можно говорить, что функция Р(М,, М,,.... М). 
которая имеет определенное значение для всех положений точек Л, 
М, ..., М, на У, есть функция этих р точек, определенная на У. 
Всякий кратный интеграл * 
\Р(м,, М.,..., М) 43, а. ... 48 
(2) 

где 4 выражает элемент поверхности, а точки М, описывают поверх- 
ность У, имеет конечное значение, если функция 2 интегрируема отно- 
сительно каждой пары переменных. 

Пусть теперь А(М, М'} будет данная функция точек М и М’ на 
$, (М) — данная функция точги М, $(М) — неизвестная функция. 
Можно опять найти формальное решение интегрального уравнения 


ФМ) = (КСМ, М (Ма КМ), (80) 
(=) 
определенное рядом, расположенным по степеням », в виде: 


(му = л(им) -|т(м, м ум а, (81) 
(>) 


р? 


где 
Г(М, М'; )=К (М, М) ЗКехм, МЕ... Аа-1 Кем, М)... (82) 


Коэфициенты А“ (М, М'), получаются из первого К@? (М, М’), ко- 
торый мы принимаем равным К(М, Л’), с помощью рекуррентной 
формулы: 

ке (м, м’) = [К(м, М) ке-ю(м, М) а8,; (83) 
8) 


их называют также последовательными повторными ядрами ядра, 
К(И, М’, а функция Г(М, М'; %) называется резольвентою. Если яаро 
К(М, М') ограничено, то ряд (82) равномерно сходится, коль скоро |\ | 
будет достаточно мало, Тогда уравнение (80) имеет решение, и притом 
единственное, определяемое формулой (81). Другие свойства резольвенты 
также распространяются на функиню Г. То же остается в силе и для 
неограниченного ядра, если только ядра, которые получаются из него 


* Мы для краткости пишем один знак \, число интеграций указано числом 
множителей. у 
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последовательным повторением, начнная с некоторого определенного, 
будут ограничены. 
Для приложений наиболее интересным представляется случай ядра 
а (м, м) 
«И ы 
ласти У, а а— положительный показатель, меньший 2, так что инте- 
гралы, входящие в предыдущее решение, имеют конечное значение, 
д, 
12 и } 
, ММ мм 
два ядра этого вида с показателями @ и В соответственно. Покажем, что ядро 
С (М. М.} 4. (М, м 
Ем, му [90 М) 9, М 1, (84) 
ММ,;* М.М 


‚ где функция @(М, М') ограничена: в об- 


К(М, М!) вида 


когда функция /(М) ограннчена. Пусть вообще будут 


(2) 
есть ядро того же вида и имест показатель а + В —2, т. е., что про- 
изведение Р(М, М') ММ!“+8-2 остается ограниченным, если расстоя- 
ние ММ’ ‘неограниченно убывает *. 
` Положим сначала, что поверхность Х есть плоскость. Если обозна- 
чить через р и р’ расстояния переменной точки Рот двух постоянных 
точек Ми М', то доказательство сведется к тому, чтобы показать, 


1 +82 
‚ если М' 


что. 49 обращается в бесконечность порядка 
ртр ращ р Мм! 


(5) 
неограннченно приближается к М. Пусть С будет круг радиуса 2ММ'. 
опнсанный из точки М, как из центра. Он разделяет поверхность У 
на две частн, внутреннюю часть У и внешнюю Х”. Интеграл, распре- 
43 


страненный на У", сравним с | ибо, когда точка Р описывает 


(:°) 


! 1 3 
часть У”, отношенне р остается между 5^ и --, Т.е. сравним с про- 
в 


4 
ре+8-1° 
мм! 
настолько большое, что Х” заключается внутри коуга, описанного из 
точки М, как из центра, радиусом Ю. Когда ММ! стремится к нулю, то 


1 в+В-2 
этот ‘интеграл стремится к бесконечности как (ма) ‚ евли а-- 8 >>2, 


стым интегралом где через В обозначено положительное число, 


и как 108 (ММ'), если а+ В=2. Что касается интеграла, распростра- 

ненного на 5, то (геометрическое) преобразование, преобразующее 

круг С в круг С, с тем же центром в точке М и с радиусом, равным 

единице, приводит этот интеграл к интегралу такого же вида, распро- 
1 &+8-2 

я) ‚и новый ин> 

теграл имеет конечиое значение, не зависящее от ММ". 


страненному на круг С, умноженному на ( 


* Этот метод принадлежит Адамару (см, Неумоод её ЕгёсНнеф №№ |). 
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Доказательство легко распространяется на любую поверхность $, 
если каждой точке этой поверхности можно отнести: точку плоскости У, 
так чтобы отношение тт 
Н 
мм! 


расстояний двух соответствующих точек по- 


верхностей УХ н $ заключалось между двумя положительными чи- 
слами, так же, как и отношение соответствующих элементов обеих 
поверхностей. Это имеет место, например, в случае части правильной 
поверхности, если ее можно проектировать на одну из ее касательных 
плоскостей, так что, если взять эту плоскость за плоскость ху, урав- 
нение поверхности имеет вид 2=={(х, у), где функция } (х, у) есть не- 
прерывная функция, допускающая непрерывные производные первого 
порядка. 

Рассмотрим теперь некоторую правильную поверхность $ и точку М 
этой поверхности. Разобьем $ на две части 5'и 5”, причем часть 5 
содержит точку М и удовлетворяет указанным требованиям. Так как 
ИМ’ бесконечно близка к точке М, то мы можем предположить, 
что обе они лежат внутри некоторой кривой С, расположенной 
в области 5’ и не имеющей ни одной точкн на границе 5". 
Ясно, что интеграл (84), распространенный на 5”, имеет конеч- 
ное значение, а мы только что видели, что интеграл, распростра- 

я+8-2 
ненный на 5’ стремится к бесконечности как (па) у ‚ если рас- 


стояние ММ! неограниченно убывает. 
Если теперь ядро К(М, М!) при неограниченном приближении Мк М! 
& 


стремится к бесконечности как {< 2), то первое повторное 


1 
мм! | 
ядро К“? (М, М') при ММ'=0 остается конечным, если @ меньше еди- 
ннцы, и оно будет порядка 24—02, если а больше единицы. Подобно 
предыдущему ($ 561) мы видим, что можно притти к ограниченному 
ядру с помощью конечиого числа повторений. Если а==1, то первое 
повторное ядро стремится к бесконечности как [0% (ММ!), а _второе повтор- 


ное ядро ограничено, ибо при ММ' == 0 произведение ]/ мм! 10в (ММ') 
равно нулю. 


ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Линейные уравнения (см. $ 551). Пусть 2(х) будет интегралом линей- 
ного уравнения (24), который вместе со своими п — 1 первыми производными 
обращается в нуль при х == хе. Заменим в обеих частях этого уравнения х на 5, 

оз 
множим на ————— 
умно РТТ 


х 


и проинтегрируем в пределах от ху до х. Мы голучии: 


[еее се]. 
ии 90(5)(х—$ ася + **- @н-1 (5) (х — $) 2 ($) | а + 


№ 
х 


1 


(и, | 1($) (х — 51-145. 


+ 


№ 
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Последовательное интегрирование по частям приводит к уравнению Воль- 
терра, ядро которого имеет вид: 
1 — 92-4 —ба- 
= {4-1 ($) (х — $) 25 @т-з ($) (3) а-] +... 


ЕЯ ао 9) (Е — 8)". 


Это ядро представляет собой целый миогочлен относительно х степени п — 1, 
и согласно $ 550 решение этого интегрального уравнения пгиводится к интегри- 
рованию линейного уравнения, которое есть не что иное, как уравнение сопря- 
жеиное уравиению Д (2) =0. Сравнить эти два решения. 

2. Доказать, что в разложении решения уравнения (28) ($ 552) коэфициент 


при А" имеет вид, указанный на стр. 18, где функции 
Си (х, Ут), ва (У; ©, ЕЛ (5, У; 1) 


вычисляются рекуррентиым путем с помощью формул: 
* 


Вп (к, у =) —= К (х, у и) 8Вп-1 (и, у; & 4и, 


; 
х 


РА (у; ) =\ 
х У 


АК Уи, 1) 1-1, аи + кс 2..1, 9;1) 49+ 
Е ь. 


Ко (х, у; п) 1 (х, 0; т) а, 


Сл (л, у; 1) К (хуи, 0) би. ит ана + 


3—5“ 


х у 
+\ К: (х, у; и) бь-, (и, у; 6 п) ан + \ Ка (*. 5; 7) Си- (к, 0; п) Ч% + 
В ы 


+ К, (<, у; б 1 (х, уп) + КЬ (х, Ут) б-и (х, У; 9). 


3. Замечание к стр. 26. Пусть }(х,у) будет функция двух переменных 
х, у, определенная в области 0), непрерывная в любой точке отрезка прямой АВ, 
параллельной оси ОТ, который иаходится в области [2 вместе со своими концами 
(хоув) и (ху). Для всякого положительного числа е можно указать другое 
число т (зависящее только от =) таксе, что из неравенства | х — м |< \ вы- 
текает неравенство |} (х.у)— {(хьу)1 <= для произвольного значения у, при- 
надлежащего интервалу (у, у). : 

Если функция {(х,9) не имеет точек разрыва в непосредственной близости 
к отрезку АВ, то достаточно взять область $, заключающую в себе АВ и не со- 
держащую ни одной точки разрыва, чтобы то же свойство имело место в об- 
ласти $, как это непосредственно вытекает из равномерной непрерывностн функ- 
ции /(х, у). Но может случиться, что функция /(х,у) имеет точки разрыва 


в непосредственной близости к АВ. Возьмем для примера / (х, у) = хз У для 


У520 и [(х, 0) =0. Эта функция иепрерывиа в каждой точке оси Оу и разрывна 
во всех точках оси Ох, кроме начала. 

Не делая никаких предположений отиосительно точек разрыва функции 
1(е.у), допустим, что наше предположение неверно. Подразделяя последовательно 
нитервал (у, У;) и рассуждая так, как обычно в этих случаях (1, $ 8), можио по- 
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казать, что существует. в этоы интервале число с такое, что теорема невериа 
в интервале 

(р с+р, 
как бы мало ни было положительное число р. Мо это несовместимо с допуще- 
нием, что функцня непрерывна в точке (ху, с). Действительно, в таком случае 


можио было бы найти два числа т’ и 1”, каждое из которых по абсолютиой ве- 
‚яичине меньше произвольно выбранного положительного числа з, такие, что. 


„Мы, ет) —Кжь ет 1>ь 
Но эту разность можно написать в виде: ° 


(хо т’, ет’) — РС с) + Ио д — Роъье т) 


хз = 
а абсолютная вели‘ина каждой из этих разностей меньше >, если +12 < м, 


где \ зависит только от а. 
4. Рассмотреть уравнение первого рода {33), предполагая, что 


Ко) аи... 9 
Полагая х 
2(х) = 1 ([ (х — 51$ (5) 45, 
о 


мы приходим к линейному диференциальному уравнению: 
472 4—1 , —_ 
во (х)тса + а (х) даа + 4 (9) 2 (4) 1, 


и задача сволится к нахождению его иитеграла, который при х=0 обращается 
В нуль вместе со своими п первыми производными. Производная (п -|- 1)-го ио- 
рялка дает искомую функцию $? (х). Предполагаем, что } (0} =0 и что функция 
ЛС) имеет непрерывиую производную, как и коэфициенты а (х). 

5. Уравнение вт.рого рода с двумя переменными пределами. Интеграль- 
ное уравнение +) 


=) + | К.) 16) 45, 
$2 


где ф, и ф. суть две непрерывные функции В интервале (— $, 5), каждая из которых 
по абсолютной величине меньше $, может быть рассматриваемо как особый слу- 
чаЙ уравнения Фредгольма, в котором ядро К (х, у) для всех зиачений у вне ии- 
тервала (4., $5) равно нулю. Когда абсолютные значения || и !$5| ие превосхо- 
лят | х|, резольвента представляет целую функцию от », как в случае уравнения 
Вольтерра. Достаточно сравнить это уравнение © вспомогательным уравнением 


вида: 
11 


Ф (х)=М+» | МФ (5) а5, 
= 
которое имеет своим решением функцию МейМ|х\. 
6. Решен‘.е уравнения первого рода с помощью песледовательных при- 


ближений. Можно рассмотреть более общее уравнение 
х х 


[кб $) 9 (5) 45% [к (*, $) — К (5, $)] 9 ($}] 4$ ==, (%) 
[1 б 
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и искать формальное решение ‘в виде: 
$ (= о (х) + мн) +. №Ми (+... 


Полагая, К {0,0) 520, находим сходящийся ряд, который прин }=1 тождествен 
с решением Вольтерра. 

Можно применить тот же прием для случая обобщенного уравнения Абеля 
(Е. Р1сага, Сотрёез гепаиз, 4. 139, 25 Заше+ 1904). 

7. Уравнение Вольтера для многил переменных. Решение уравнения вто- 
рого рода (28} может быть приведено к последовательному решению двух урав- 
нений вида (1) и одного уравиения вида (27). 

Напишем уравнение (28), полагая д ==1: 


х 


ебьод= [ Кьуб + У, 
0 


где через У (х, у) обозначена совокупность всех остальных членов. Если`В этом 
уравнении у рассматривать как параметр, то мы получим: 


х 


РУС, + [ 5х буи 
о. 


где $ (х, у; и) — известная функция. Это иовое уравнение имеет вид: 
У ху 
# (5,5) | Ка (х, У; т) $ (х, п) ап == А (х, у) + Ш Н(х, У; т) 9 (5, п) 94, 
9 бо 


где ии Н — даниые функции. Обозначая правую часть через \/(х, у), мы полу- 
чаем: 


РА 
ЕЯ | Тб) бо 
0 


где Т есть даиная функция. Наконец, заменяя ` № его значением, мы приходим 
в о коицов к виду (127) (Уо1Ёегга, Гесопз зитг 1ез 64цаНопз иИёрта[ез, 
стр. 76). 


ГЛАВА ХХХ 
УРАВНЕНИЕ ФРЕДГОЛЬМА. 
1. ТЕОРЕМЫ ФРЕДГОЛЬМА. 


564. Об одном методе наведения. При изучении диференциальных урав- 
‹ нений (т. П, $ 392) мы видели, что первый метод Коши, при котором 
диференциальное уравнение рассматривается как предельное для урав- 
‚ нения в конечных разностях, дает возможность определить интеграл 
°в более широкой области, чем другие методы интегрирования. В этом 
`смысле метод Коши имеет ‘большие преимущества. Аналогичная идея, 
уже использованная Вольтерра, была применена Фредгольмом для ре- 
„чшения интегрального уравнения второго рода:при произвольном значе- 
иии параметра Х. Свои результаты, к которым он пришел индуктивным 
путем, он изложил в своем основном мемуаре („Ас МашетаНса“, 
т. ХХУИ, 1903 стр. -365), синтетически доказав, что полученные . вы- 
ражения дают решение задачи. Мы будем пользоваться смешанным ме- 
тодом, используя уже полученное разложение резольвенты, 

Чтобы решнть уравненне второго рода: 


ь 
кк, $) $9 (5) 45-{- 7(*), (И 


в котором мы предполагаем ядро К (х, у) ограниченным, заменнм ин- 
теграл ‘в правой части суммой 


в [К (х, $) 9. -- К (х, 5.) «|... -НК(х, 5.) 9], 
где мы для краткости полагаем 


ва, я=а-Е М, $=9(5) (1=1,2...., п). 


Уравнение (1) тогда заменяется функциональным уравнением: 
ф (х) =Л(х) К (х, 51) 91 +... Е К(х, 5) Е, . (2) 


которое дает возможность определить ф,, ф., ..., Фи. В’самом деле, если 
в этом уравнении положить последовательно х=51, Х==5,,..., Х= 5, 
мы получим п линейных соотношений относнтельно ф:, $.,..., Фи: 


$, — М [К (5т› 51) $, НК ($, $) фз ... -ЕА (51, 5,) 9] = Л, 
ыы — МК (5, 51) $1 Е К (5х, 52) 9 |... -Н А (5х 5.) Ф,| = Л», 


МК) РК, Ка). 


(3) 
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Выражения для 9,$.,..., $, Полученные из этих уравнений, пред- 
ставятся в виде дробей, общнм знаменателем которых будет опреде- 
литель: - 

1—4 (51,5) — —\К(5,5,)й — —АК (5, 5.) 
— К (5,5) 1—ХК(5»,5))й — — ХК (5, 5,) В 


АК, —АК(5ь5)й 1 ЛК (5 54) В 


О, 0) = р (4) 


чнслителем для ф, будет также определитель п-го порядка Л! ()), кото- 
рый мы выпнсывать не будем. Положим теперь, что два числа пи ф 
неограннченно возрастают так, что чнсла 5, приближаются к некоторому 
числу х, заключенному между а и 6. Можно с полной строгостью лдо- 
казать, что О„()) и 0: (1) имеют свонми пределами две целые функции 
от А*. Но мы будем рассматривать этот способ лишь как наведенне и 
исследуем только, что делается с детерминантом Д„(\), когда п неограни- 
ченно возрастает. ` 


565. Функции 2()) и 5(* 


воспользоваться следующим сокращенным обозначением, введенным также 
Фредгольмем. Если заданы две снстемы по п переменных: 


(х., х., ...у х„) и (У, ...у У»), 


›) . Для упрощения записи будет удобно 


то мы положим: 


К(х, У) К(хь у)... К (Ху) 
к(* х... ян) = К (хз, У1) К (х,, У») ... К(Х, Уи) 
У! Уз... Уп 


оса ох 


К (хп У!) К (ХтУ,) ... К( хи, Уа) 


здесь переменная х, входит во все элементы {-Йй строки и только в эти 
элементы, а переменная у, — во все элементы А-го столбца н только 
в них. Отсюда следует, что если поменять местами переменные х; и Хх, 
или переменные у; и у„ то определитель поменяет знак. Определител! 
не меняет своей величины от перестановки двух пар переменных ху 
и х„у,. Таким образом, не изменяя значення определителя, можно рас 
ставлять в нем п пар переменных (х,, у;) в пронзвольном порядке 
хх... 
№ Ха... А 
носительно переменных х\, х.,..., Хи. 

Положим теперь, что мы разлагаем ДО, ()) по степеням ). Мы найдем 
члены, содержащие )Р, если возьмем всевозможные определители р-го 
порядка, полученные нз Д„ вычеркиванием всех строк и столбцов, со- 
держащих п — р произвольно выбранных элементов главной диагонали. 


В частности, функция К ( есть симметричная функция от- 


› * Это сделано Гильбертом в его первых работах по этим вопросам (Ег4е 
мМеПипр, Чбтаеп МасвисШеп, 1904). 
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Таким образом коэфициент прн (—))РАР равен сумме определителей 


р-го порядка вида: 
5152...5 
К 172 Р\.- 
’ 
$152... бр 


но произведение этого детермннанта на ЙР есть один из элементов суммы, 
которая имеет своим пределом р-кратный интеграл 


5ь 5 
хх. ...х 
Г = ... АК 1? Р | ах... Ах» 
Р |]. м. ...Х Р 
аа а 
и этот элемент в этой сумме встречается р! раз, так как функция 


к(2%.. 1%) 
5152... бр 


симметрична относительно 51, 54... › 5р. Очевидно, то же можно ска- - 
зать о всех аналогичных детерминантах, и следовательно, при неогра- 
ниченном возрастании и коэфициент при (—\)Р в многочлене О, (®) 


1 ‹ 
имеет своим пределом 11, Мы приходим, таким образом, к ряду це- 


лому относительно ): 
ь 
20) =1-— оке, 53) 45, |... 
а 


[22 


ьь 
2+ №| |... к (9-1) ыы, +... , (5) 


р! $152 +: 5р 


а 


который сходится при любом значении }. Действительно, по теореме 
Адамара (т. 1, $ 54) коэфицнент при \" по абсолютной величине меньше 
п 


‚2. 
м" (6 —а@ тг, где М— верхняя грань функцин |К(х, у)|. Но ряд, 


общий член которого равен произведению \^ на предыдущее выраженне, 
сходится, ибо отношение двух последовательных членов, равное 


— п 
ие + 
Ут-+! п 
при неограниченном возрастанин п стремнтся к нулю. 


Покажем теперь, что произведение целой функции О(\) на ряд, вы- 
ражающий значенне резольвенты (5 559), есть также целая функция от ^. 


х 
Пусть 5 
у у 


у) обозначает ряд относительно \, полученный от этого 


4 э. Гурса, т. Ш, ч. 2. 
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умножения. По аналогии с разложением О()} напншем это произведе- 
чие в виде: 


х 

р 
У 
Коэфициент С.(х, У) непосредственно выражается через ядра 
К (х, у), К®) (х, у),... и через коэфицненты ряда (5), но проще полу- 
чить выражение для этого коэфициента, если воспользоваться функцио- 


нальным уравнением (60) $ 559, которому удовлетворяет резольвента. 
Еслн умножить обе части этого уравнения на Д(\), то оно дает: 


у) ть) кы. + У] р © 
р= 


(|) кеяроа[ кы,др (|) (7) 


приравнивая теперь коэфициенты при \Р в обеих частях, мы получим 
рекуррентное соотношение между двумя последовательными коэфициен- 
тами: 


С›(х, у) == К(х, у)с,—р\ К(х, $) Ср1 (5, у)4, (8) 


о - 


где с, есть соответствующий коэфицнент функции 0 ()). Полагая по- 
следовательно р=1,2,..., мы легко покажем, что первые коэфн- 
цненты С‚, С, имеют вид: 

5 


ьь 
сия [к(*°) 45, С, (х, >— | \*( 25 ”) } 4 453; 
а са 


(;: 52 


чтобы доказать, что этот закон общий, достаточно показать, что крат- 
ные ннтегралы 


ь 
Х$: ,...5 

ред— (|. 1 5. тр ва: 4ь, ... 45, 

| ТТ, (; 1.** 5р 

удовлетворяют тому же рекуррентному соотношению, что и коэфи- 

циенты С„ так как С; и Г тождественны. Развернем определитель 


к(** 5 


2) по элементам первой строкн; принимая во внимание пре- 
дыдущие замечания, мы получаем: 


$1... 5р 
х$: ... $1... 5) 51505. .5р| _ 
каки кок) 


..:5р , 
_ 5153..:5)) 51... 5 
К (х, 5к(и* 112) ... —К(х, рк(а 1 
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У. Ц 

Умножим теперБ обе части на 45, 45... 45, и будем интегрировать 
в пределах ст @ до 6. Заметив, что значения этих интегралов не зави- 
сят от обозначений переменных интегрирования, мы приходим к соот- 
ношению: ь 


1, (х, У}==К(х, 5), — р} К(х, $) 1,_1 (5, У) 45, 


которое тождественно с соотношением (8), связывающим С: иС,. 
Предположение, таким образом, доказано, и ряд, выражающий произ- 
`ведение 0 (}} и резольвенты, имеет вид: 


+2 р 5 5 
2(*] )=кеь > ву" | |. . ку `.. ор. ..4 (9) 


Ряд, стоящий в правой части, сходится при всяком значении Х, ибо 
по теореме Адамара общий член его меньше, чем 


МР+1 Р+1 
| рт Фр р. 
Гаким образом резольвента есть частное от деления двух функций, 
целых относительно \, х 
2(|\) 
ГУ = оу, (10) 


ы е. мероморфная функция параметра ». Результат этот очень суще- 
твенный, и предвидеть его заранее было бы трудно (см. упражнение 1). 
Теперь легко будет распространить решение, данное в предыдущей 
главе для уравнения второго рода, на все ге значения ), которые не 
бращают в нуль функцию 0()). Действительно, к соотношению (7) 


ожно присоединить соотношение того же вида; 
[4 


р(*] 1) кедр ке, 5%) > ") 


рторое доказывается тем же путем. Разделив каждое из этих равенств 
а 0 (\), мы придем к функциональным уравнениям (60) и (61) $ 559, 
оторые характеризуют резольвенту, если только заменить в них функ- 
ни Г(х, у; ^) ее выражением (10). Итак, соображения этого параграфа 
иводят к первой теореме Фредгольма: 

Бсли \ не есть корень уравнения Ш (}) =0, то уравнение второго 
да (1) имеет одно и только одно решение; оно дается формулой: 


ф(х) = (НА р 1)“ (11) 
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Совершенно аналогично можно показать, что уравнение вгорого 
рода, союзное с уравнением (1) 


ь 
ф=*\ К (5, х)$ (5) 45+ #(*х), (12) 


имеет также единственное решение, выражаемое формулой: 


Ь 5 
р(* |) 
9=#$®-А\ ро) 80945. (13) 
ы 
Эти формулы можно получить из формул (59) и (63) $ 559, если 
заменить в них Г(х, у; *) на 502(* ») т.е. аналитическим 
‚У; 50) у] т.е 


выражением резольвенты, которое имеет место во всей плоскости 
переменного \*. 

566. Разложение функции Л)’ (}): 2 (4). Логарифмическая производная 
функции ШО()) допускает очень простое разложение в ряд, полученное 
также Фредгольмом. Чтобы к нему притти, заменим в тождестве (6) хи 
у на 5 и будем интегрировать обе части в пределах от а до 6. Со- 
гласно формуле (9) интеграл левой части равен как раз — 0’ ()); чтобы 
получить интеграл правой части, предположим, что функция Г(х, у; №) 
заменеиа своим разложением по степеням,\ и что |\| меньше радиуса 
сходимости этого ряда. В таком случае мы можем интегрировать по- 
членно и получаем: | 


ь 
(Г($, $; №) 44 =А 1 АА... НА, М--..., 
Я 


полагая вообще: 

ЬЬ ь 
\\... Кб», $) К (5. 84)... К(б» 8) 48; 48, ... 48, = 
аа а 
в 
а 


К“ (5, 5) 45, (14) 


и мы приходим к новому соотношению: 


2" 0. 
5%=- (= — (ААА... НАМ ...). (15) 


* В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что значения переменных 
действительны, а ядро может принимать и комплексные значения. Доказательства 
останутся прежние, ибо теорема Адамара применима также к определителям 
с комплексными элементами (см. например, \М 1: 1псег, ВиЙеЙп 4ез Зеепсез 
тай., 1907, стр. 175). . 
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Интегрируя и замечая, что О (0) =1, мы получаем: 
— (Ала... + А+...) 
20) =е 2 п у {16) 
Числа А, А,,...,А..... Которые входят в эти формулы, носят 
название последовательных следов ядра К\(х, у). Ясно, что формулы (15) 
и (16) применимы только в том случае, если \)| меньше модуля наи- 
меньшего из корней уравнения Д(\) =0. Но если правую часть фор- 
мулы (16) разложить в ряд по степеням Х, мы неизбежно придем к ряду (5), 
и, следовательно, коэфициент при \" в этом ряду есль целый многочлен 
относительно А, 4.,...,А„, в чем можно было бы убедиться и не- 
посредственно (упражнение 2). Таким образом коэфициент при \” в раз- 


х . 
ложении 5 ( | сам выражается через А.,А,,...,А‚ и через ядра 


К(х, у), К® (х, у),..., К@+1 (х, у). 

Примеры. Выше ($ 559) мы приводили ряд примеров, в которых резольвен- 
той была целая функция от Х. Легко показать, что соответствующее уравнение 
20) =0 не имеет ни одного корня. Так, в уравнении Вольтерра мы должны по- 
ложить К(х, у) =0 для у>х. Отсюда следует, что все следы, кроме первого, 
равны нулю. В самом деле, по крайней мере олин из множителей произведения 
К (5+, 5)...К (5 51) равен нулю, если только не имеют места равенства 
$1=52.=...=95,. А Тогда подинтегральная функция п переменных равна нулю 
во всей области, кроме множества одного измерения в этой области, и интеграл 
равен нулю. В этом случае, следовательно, 0 ()) =е-А М; для ядра, ортогональ- 
Иого самому себе, получится тот же результат. 

567. Миноры функции 12()). Всякий корень \ = с уравнения О (\) =0 


есть полюс резольвенты. В самом деле, если 1 есть порядок кратности 


х 
этого корня, то числитель Р( ›) не может делиться на (— с)”, 


ибо тогда в силу уже указанного соотношения мы имели бы: 
ь 
Р=-\2(*|*) (17) 
з у 
и производная 0’ (\) делилась бы на тот же делитель. 

Поэтому формула, которая дает решение уравнения второго рода, 
теряет смысл в том случае, когда Х‘есть корень уравнения Д (1) =0. 
Изучая этот особый случай, Фредгольм рассматривает его как предель- 
ный случай системы пл линейных уравнений с определителем, равным 
нулю, в предпложении, что число й неограниченно возрастает. На этом 
пути он приходит к необходимости ввести новые целые функции, ана- 


х 
логичные функции 5(* у), которые он иазывает минорами функции 


20). Минор л-го порядка определяется сходящимся рядом: 
ре к. -- 
У: У... У Уз Уз --* У 
+25 ьь ь 


+ С.К). (18) 
8 


У Ув 5... 5р 
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Из теоремы Адамара снова вытекает, что если ядро есть ограниченная 
функция, то правая часть есть целая функция от \. Эти миноры удовле- 
творяют функциональному уравнению, частным случаем которого и 
является соотношение (7) и которое доказывается непосредственно. Раз- 
№... М 51 ++ - бр 


) по элементам первой строки, 
Ул... Ул 51 +++ бр 


лагая определитель А ( 


мы находим: 


к) кону (т)... 
У: -.-Ун51 >. 5р Уз Узи бр. 5р 
№-..Л, 1... .5 
...- ке, зв ( 2. п 1 „) — 
= | (9 1 У - +. Ура $1 +++ 50 
Км, К (ина)... 
| Ут... Уп 52°. 5р 


...— А (1. К ( р 


52... Ми 51 пот}; 
’ 
У Уз ++ - Уи 51 +: 1 


чтобы получить коэфициент при К(х:, 5;), нужно сначала переставить 
первый и (п + Й-Й столбцы, отчего детерминант изменит знак, а затем 
в миноре, соответствующем первому элементу К\(х,, 5}, привести пару 
{5» У.) на первое место. 

(— № 


р! 
и проинтегрируем по каждой из переменных $; от а до 65; просуммируем 
затем все равенства, которые получаются, если давать р значения от 1 
до со, а также прибавим и предыдущее, положив в нем р==0, Мы при- 
ходим к искомому равенству: 


Умножим обе части предылущего равенства на 45; 45, ... 45) 


Хх. Хх... Хх. .. Хх 
Я У ОО 
о } (ить) У... У 
ких р (т \ ... 
(=, У) У Уз. У та 
к-з кезрВ ("4 ‚+ (19) 
У! ** Уп-1 
5 
у тли... 
) ких, 9 2 ^^. "|4 
+ | д 1... ‘ 


Х-.. 51... 5 
у Уз $ по элементам пер- 

уе + Ул 51° бр , 
вого столбца, то таким же путем мы придем к соотношению; 


Если разложить детерминант К ( 
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р(*.- = №...) ‚)— 
У. Уи 


у) —=К(х, у) В (: У 


хх... х 
—К р |7173 ** "| ... 
(%з >.) и + 
(ТИ 1 - +. Яя-1 (20) 


[2 
А | к, дор 


[23 


) 4. 


Если заменить в формуле (18) у, на х, умножить обе части на 
ах, 4х, ...4х, и проинтегрироваль в пределах от а до 6, то получится 
еще соотношение: 


о -..> Ув 


ьь в 
. Ж.-- ) 4" (\) 
ий и, = 4” ' (21) 


которое является обобщением соотношения (17). 

568. Однородное уравнение. Фундаментальные функции. Если в урав- 
неиии (1) положить /(х) =0, то при значении \, отличном от корня 
уравнения Д (1) =0, полученное уравнение имеет единственное решение 
ф(х)==0; это вытекает из формулы, дающей едииственное решеиие 
уравнения второго рода в общем случае. Но однородное уравнение 


ь 
$ф(х) = с\ К(х, 5) $ (5) 45, (22) 


для которого О (с)==0, допускает некоторое число решений, отличных 
от нуля, подобно тому как система одиородных линейных уравнений 
с определителем, равным нулю, всегла имеет решения, не равные нулю. 
Пусть т будет порядок кратности корня Х==е уравнения 2() =0. 
Может случиться, что эгот корень обращает в нуль некоторые из ми- 


норов 
5(* .), р с}... 
У 


У 

тождественно, т. е. для любых значений переменных х,, у» но он не 
может обращать тождественно в нуль все миноры первого, второго ит. д. 
до т-го порядка включительно. В самом деле, согласно соотношению (21) 
в этом случае производные О’ (\), О" (1),..., 0”) (\) при \==с также 
обращались бы в нуль, что невозможно. Мы можем поэтому предполо- 
жить, что минор п-го порядка при \==с ие равен тождественно нулю, но 
все миноры низшего порядка ) == тождественно равны нудю, Число 4 
может быть равно единице, но не может быть больше т. 
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Пусть число п удовлетворяет указанным условиям, и пусть (&, 1) 
будет система 27 числовых значений таких, что минор 


вр (8-6 .) 


71 .`. 2 
отличен от иуля. Если в соотношении (19) заменить нас ах, х.,..., Хх, — 
на х, &,... 36: И У: Ул +. Ул На 1, Па, ...›Пи Соответственно и 
принять во внимание, что согласно предположению минор (п — 1)-го 


порядка при ) = с тождественно равен нулю, то это соотношение при- 


нимает вид: 
ь 
г) | к» ор (! в. с) 4. 
а 


р хё...& 
1) 12... Пл 11 12 + я 

Мы получим таким образом решение однородного уравнения (22), 
’ если в миноре А заменим &, иа х, а отсюда ясно, что можно также по- 
лучить решение этого уравнения, если заменить & на х, ибо пару 
(&, 1) можно поставить на первое место. Решение, полученное из ми- 
нора А заменой & на х и делением на этот минор А, мы будем вместе 
с Фредгольмом обозназать через Ф, (х). 

Система п таких решений Ф, (*), Ф , (х), ...,Ф,(х) линейно неза- 
висима. В самом деле, согласно общему соотношению (19), имеем: 


)-. = 


и следовательно, интеграл 


5... 


Е... 
р! “м” п Ё. 5)0 
КС, $) и... -1 


1 12... п 


С и - 


КСЕ, 5) Ф, 5) 45 


я’ — 


равен едииице при #=1 и нулю #>>1. Таким же путем мы получим, 
что интеграл 


ь 
с \ КЕ ‚ 5) Ф, (5) 45 


равен единице, если {==, и пулю, если #52. Предположим теперь, 
что функции Ф, (х), Ф, (х),...,Ф,(х) связаны линейным соотношением: 


в, Ф, (На, Ф, (9+... а, $, (х)=0 (23) 


с постоянными коэфициентами. 

Умножая левую часть иа К(&, х) и интегрируя от @ до 6, мы най: 
дем, согласно предыдущим соотношениям, что а =0. Соотношение 
(23) представляет, таким образом, тождество. 

Всякое решение однородного уравнтния (22) представляет собой 
линейную комбинацию ` функций. Ф, ‚Фи ‚..;Ф, 6 ‘постознными.. коЭ* 
фициента-чц, | | 
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Доказательство Фредгольма основаио на одном общем замечании, 
которым мы в дальнейшем будем пользоваться. Всякая функция ф(х), 
удовлетворяющая уравнению второго рода (1), удовлетворяет также бес- 
численному количеству уравнений того же вида, зависящих от произ- 
вольного ядра Н(х, 5). В самом деле, из уравнения (1) мы получаем: 


ь ьЬ Ь 
и $9 (5) 4 = ( НК, Эх ава | 5) (5) 45; 


если умножить обе части этого уравнения на \ и сложить его с первым, 
то полученное уравнение можно написать в виде: 


ао 
$(х)==А\ Р(х, 5) ли 5) 1(5) 45, (24) 


ядро Р(х, $) нового интегрального уравнения имеет вид: 
Е(х, 5) =К(х, $)—Н 9 Н(х, ЭК(Ь 5) 4 (25) 


Всякое решение уравнения (1) есть также решение уравнения 
(24), какова бы ни была интегрируемая функция Н (х, 5). 

Приняв это во внимание, положим, что ф(х) есть решение однород- 
ного уравнения (22). В соотношении (24} положим: 


1 р 
2(= с) 511... Ил 
11 --- п 


Н(х, $) = 


г) , (26) 


гле постоянные (&, 1, выбпаны так, чтобы минор п-го порядка не был 
равен нулю. 

Принимая во виимание функциональное уравнение (20), в котором м 
заменено на п +1, мы видим, что ядро Р(х, $). нового. иитегрального 
уравнения (24) равно: . 

:). 


.и следовательно, всякае решение уравнения (24), в котором /(х)=0, 
представляет линейную комбинацию функций .Ф, (х),... ,Ф,„{х) с постоян- 
ными коэфициентами. 

. Итак, если \==с есть корень кратности т уравнения 2 ()}=0, 
то однородное уравнение: (22) имеет п линёйно независимых рещений 
(< = т). Это —= вторая теорема Фредгольма, 


ых 
> Пл-1Йл 


КЕ, 92(**: Св пи :)+.. К, 92": 
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Таким же путем можно доказать, что союзное однородное уравнение 


Ь 
9 (х) ==е\ К(5, х)4 (5) (27) 


, а Ф(х . . 
имеет л линейно независимых решений 5. (х), 9 (%), ...5 4, (Х), причем 


би 


функция ®,(х) получается из функции | Ё заменой т, на х. 


11 ... И 
Числа с, корни характеристического авнения 0 (^) =-0 называются 
’ 


характеристическими числами, особыми значениями или фундамен- 
тальными числами. Решения соответствующего однородного уравнения 
называются характеристическими функциями, особыми функциями или 
фунсаментальными функциями * 

569. Исследование особого случая. Рассмотрим, наконец, неоднорел- 
ное уравнение второго рода: 


$(х) =е\К(о, з) 35) 45 Е /(х), (28) 
а 

гле с-— корень функции 0 (}}. Рассмотрение этого особого случая при- 
водит к исследованиям, совершенио аналогичным неслелованию системы д 
линейных неоднородных уравнений с л неизвестными, если определитель 
из коэфициентов разен нулю. Прежде всего очевидно, что если уравне- 
ние (28) допускает решение, то таких решений существует бесчисленное 
множество; все эти решения можно получить, если к первому ретенню 
прибавить решения одпоролного уравнения, нолученного отбрасыванием 
члена /(х) в уравнении (28). Но лля того чтобы решение существовало. 
функция /(х) должна удовлетворять некоторым условиям. В самом ‘еле. 
пусть функция Ф,(х} будет одним из решений однородного уравне- 
ния (27). Умножим обе части уравнения (28) на %,(х) и проинтегрируем 
в презе.ых от а ло 6. Если переставить буквы 5 и Х в двойном инте- 
грале, то полученную формулу можно прелставить в виде: 


Ь $ - ь 
\ ф (х) ах в (х) —с\ К($, х)% (5) 45 | =\ Ах) (а ах. 
а ‘а ‘а 


Так как левая часть этого равенства равна нулю, то то же следует и для 
правой части, и следовательно, для того чтобы уравнение (28) допускало 
решение, необходимо, чтобы функция /(х} удовлетворяла п условиям: 
ь 
\ $, (<) 7х) ах=0 (1=12,...,п). (29) 


а 


Эти условия и достаточны. В самом деле, всякое решение уравнения 
(28} удовлетворяет бесчисленному множеству интегральных уравнений 
вида (24), если только в нем заменить »Х на с, каково бы ни было 
вспомогательное ядро Н (х, 5). Но если в качестве Н\(х, $) взять ту же 


* В русской математической литературе чаще применяются термиць: „соб- 
ственные значения“ и „собственные функции“. В этом пере, оде мы оставляем 
терминологию Гурса (Реч.). 
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функцию (26), что в предыдущем нараграфе, то легко видеть, что функ- 
ция 9 (х) будег лин.Йною комбинацией функций ФФ, (х), Ф, (х),...,Ф‚ (Хх) 
с постоянными коэрициненгами, сложенною с функцией 


‚в 
& хе: | . 
Фо рт `” с) 45. (30) 
$15, р 511 ++ - Тя 
не т 


Теперь достагочно показать, что э1а последняя функния (30) удовле- 
творяег уравнению (28), ‹сли условии (29) выполиены. Если подставить 
это выражение для Ф(х) в уравнение (28), то, принимая во внимание 
функциональное соотношение (19), мы придем к равенству вида: 


ь п 
\/:8) 5 {С (8) а; = 0, 
а 1=1 


где коэфициенты С, не зависят от $. 

Итак, д4я того чтобы уравнение (23), гйе с есть корень уравнения 
0 (.) -0, имело решение, необходимо и достаточно, чтобы функция 
Х(х} упозлетворяла п условиям (29); при этом решение зависит от п 
пронзвольных посколнных. 

Это — мротьч теореиа Фредгольма. В нашем изложении мы прни- 
держизались синтетического метода, которому следовал автор. Позже мы 
прилем к леч же результалам при изучении разрешающего ядра. 

574. Случай неограниченных ядер. Как известно, всякая мероморфная 
функция ог х может быть представлена бесчисленным множеством сно- 
собов в гиле частного двух целых функций от *. 

Теорема Фоедгольма даст для числителя н знаменателя резольвепты 
осоэенно снммегричные выражения, но эти выражения, конечно, не един- 
х А 


Х| 
р 


ственно возможные. С олиой стороны, обе функнии 2 (%) и В 


могуг делит си на линейные множители вида Х---\. которые в таком 
случае могут быть сокращены. С другой стороны, умножая обе эти функ- 
ции на одну н ту же целую функцию от Х, можно получить новое вы- 
раженне лля резольвенты. Из бесчисленного множества различных форм 
функции Г(х, у; №) рассмотрим ту, которая получается с помощью тео- 
рии позторных ядер ($ 560). Пусть Г,(х, у; №) будет резольвентой от- 
носительно #-го поагорного ядра: 


Ги (ху) =КОЙ (ху) (ху... РТА (ху). ..; (31 


согласно первой теореме Фредгольма ее можно также представить в виде: 


р, ( х | , 
Ги (Хх. У; в) И (32) 


4... , х,.\ 
ге Хр и ВИ | суть целые функции Фрелгольма, составленные 


г помощью ча А” (х. ук это второе выражение аля Рух, рн 
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смысл для всякого значения }. Подставив теперь в формулу (65) $ 560 
вместо Г,(х, у; А") его значение из соотношения (32), мы получим: 


р. [* и 
О, (^") 


р, 5 и} 


О" (дп) 


Г(х, у; \=Н(х, у ум 


| 


+ 


| Я(х, $; №) 45, (33) 


я 


где попрежнему 


Н(х, у; \ =К(х, у) АКС (х, у) +... м2 Ка \ (сх, у). 


х 
Так как р, (* и) есть целая функция от }”, то ясно, что правая 


часть формулы (33) есть мероморфная функция от \, знаменателем кото- 
рой служит Д, (\"): 
| Е, Се х, у; \) 

2, (м) 


В случае, когда ядро К(х, у} ограничено, как мы это до сих пор 
предполагали, можно от формы Фредгольма перейти к новому выраже- 
нию для резольвенты, умножив числитель и знаменатель на целую функ- 
цию, которую довольно легко определить. В самом деле, согласно фор- 
муле (16) имеем: 


Г(х, у; №) - (34) 


(++. НИР. :) 


О, ()==е (35) 
и следовательно, как это легко показать, , 
р, (\^) =) 5 (в)... Б(6"-1)), (36) 


где & — первообразный корень уравнения &” =1. Таким образом, чтобы 
перейти от формы (10) Фредгольма к новой форме (34), достаточно чи- 
слитель и знаменатель дроби умножить на целую функцию 


Р(®\)...Б(”-1)). 


Чтобы притти к выражению (33) резольвенты Г(х, у; *), достаточно 
было предположить, что все повторные ядра, начиная с К“) (х, у), огра- 
ничены, но доказательство не требует, чтобы само ядро К(х, у) было 
ограничено. Первая теорема Фредгольма распространяется, таким обра- 
зом, на ядра этого рода, и резольвента и в этом случае есть также 
мероморфная функция параметра \. Для всякого значения ), которое не 
есть полюс резольвенты, уравнение (1) допускает единственное решение, 
которое . дается формулой (11), если в ней заменить Г(х, у; №) ее вы- 
ражением (34). Дальше мы увидим, что остальные теоремы Фредгольма 
также распространяются на этот случай, 
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В новом выражении резольвенты числитель и знаменатель выражаются 

с помощью последовательных повторных ядер ядра К (х, у) и с помощью 
следов А„А,„,..., Но следы А, А,,...,А„_1 не входят в это 
выражение. В самом деле, ясно, что всякий коэфициент функции 
р (* 
У 


р \) выражается через Д,„,А,„, А,„,... и через ядра К" (х, у), 


и) 4 


выразится только с помощью А„, А ,.... А 
ядер, начиная с К("*7 (х, у). 


Пуанкаре (Асёа тайетайса, т. 33, 1910) указал на другую форму резоль- 
венты, которая применима для неограниченного ядра, если только все повторные 
ядра, начиная с некоторого, остаются конечными. Положим сначала, что ядро 
К (х, у) ограничено. Если представить резольвенту в обычной форме (10), то, 
умножив числитель н знаменатель дроби на целую функцию 


К") х, у),...; следовательно, интеграл 
к 5 
}Нх, $; %) 2, ( , 


а 


рт *** и последовательных 


8—1 
А+... 4 Авт 
е , 


мы получим новое выражение для резольвенты в виде: 


2, (* |1) 


Г(х, У; № = 5, (А) ’ (37) 
если положить: 
Ал Ар+4 0—4 
— 28 в дп АЛ... Аа 
Фе и. вре “АР Аки | 
/ х| АА. ри 88) 
х я 
\ =5( | е ; 
2» у ) УГ! ] 


3, и 3 (> у) суть две новые целые функции от ), которые можно очень 


+) . Действительно, ясно, что 3, (\) вы- 


. 79 х 
просто получить из функций Д (}) и Б( й 
ражается только с помощью следов А, Ань... ; МОЖНО, Следовательно, получить 

„ (*), если в коэфициентах функции 0 (\) отбросить все те члены, которые 
зависят от А, Ао,..., Ань) это сводится к тому, чтобы в первом из тождеств 
(38) заменить А, А», ...,Ал_ нулями. С другой стороны, тождество 


2,0) {К У+АК® (у)... =, (*[1) (38°) 


х 
показывает, что коэфициенты функции Ф„ ( | 1) выражаются только с помощью 
следов А„, Ал+а, -.. И ядер К (х, у, К®\(х, у),... Можно, следовательно, также 
х х 
получить Фи | 1) из разложения 5(*| ›) ‚ отбросив в коэфициентах члены, 


зависящие от А., А»... , Аль. 

Выражение (37) для резольвенты пригодно также и в том случае, если 
ядро К(х, у) при у=х обращается в бесконечность, если только все по- 
вторные ядра, начиная с К (х, у), остаются ограниченными. В этом случае 
все следы, начиная с А„ имеют конечиые значения, и тождество (38'’) остается 
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с формальной точки зрения правильным, ибо онб может бытв непосредственно 
проверено. Нам, следовательно, достаточно показать, что Ф„(\) есть целая функ- 
ция от >}, иулями которой служат полюсы резольвенты, причем кратность каждого 
нуля по крайней мере равна кратности этого полюса. Если это так, то произве- 


х - р . 
денне 3%, (А) Г(х, у; \), т.е. т. ( у *) ‚ будет также целой фуикцией от \. Дей- 
ствительно, для достаточио малых по модулю зиачений \ мы имеем: 


ь ь ь 
з ). . 
©, _ и-1 | ке {5, 5) 48 — м К "+1 (5, $) 48 —...=— [е 5,1) 45, (39) 
5,0) й . 


если положить 
ГА у, = ТГ (х, У —К(, у) —... — м-2К\-В (х, у); 


Г (х, у\) есть мероморфная функция от *, имеющая своими полюсами только 

полюсы резольвенты Т(х, у;А), главная часть которой относительно каждого из 

них совпадает с главиою частью резольвенты. Позже ($ 579) мы покажем, что 
| ь 


всякий полюс резольвенты есть простой корень интеграла — ( Г (5, 5: №) 45, вы- 


*’ 


а 
чет которого есть целое число, равное или большее порядка полюса. Таким об- 
разом функция %„ (%) есть целая функция от ), удовлетворяющая указанным усло- 
виям, что и доказывает предложение Пуанкаре. 


Примечание. В частном случае, когда повторные ядра при у:-= х оста- 
ются конечными, начиная с К@® (х, у) — это будет иметь место, если ядро К(х, у) 


будет порядка а < ;›— можио взять П=2, т.е. в разложениях функций Д (\) 


х . 
и р ( | ‚) отбросить А:. Но все члены этих разложений, содержащие А,, по- 
лучаются только из элемеитов главной диагоиали детерминантов Фредгольма. 


х 
Поэтому можно сохранить выражения Фредгольма для Л (}) и Б( |1) ‚ если 
В У 
только заменить все элемеиты главной диагонали в соответствующих определи- 
телях иулями. Это изящное замечание принадлежит Гильберту *. 


Для некоторых неограниченных ядер пригодно и самое решение 
Н(х 
Фредгольма. Таково, например, ядро вида п, 
—с 
иичено, @ — положительный показатель, меньший единицы ($ 561). 
И в этом случае можно с помощью неравенства Адамара показать, что 


ряд (5) есть целая функция от \. 
Что касается разложения (9), то оно также равно частному от деле- 


если Н (х, У) огра- 


иия целой функции от Х на = › и равенство 


щей 
Р(* |) = рт» 5:1), 


тде под Г(х, у; Х) мы понимаем разложение $ 561, устанавливается 
так же, как и раньше: 


* СоИпееп Масвисй’еп, 1904, стр. 81, 
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571. Ядра вида УХ; У;. Можно притти к решению Фредгольма и другим 
также индуктивиым путем, основаниым на изучении частного случая, при кото- 
ром решение интегрального уравнения второго рода не представляег никаких 
трудностей. Это случай, когда ядро К (х, у) имеет вид: 


п 
У хи, 
1=1 


где Хти У; зависят соответственно только от перемеиного х и перемениого у. 
Можно предположить, что п фуикций Х; лииейно независимы, так же как функ- 
ции У, ибо если бы это было не так, то можно было бы представить ядро в ана- 
логичной форме, содержащей только меньшее, чем п, число функций от х, Иите- 
гральное уравиение принимает вид: 


ь 
$ (х) =) + | [Ха (х) У ($) +... + ХС) Ул 5] 9 6) 45, (40) 
а 


ясно, что всякое его решение ф(х) имеет вид: 

$ (*) =/ (0) + НХ, (9) +... + НХ, (5, (41) 
где Нь Нь ..., Н» суть постоянные коэфициенты. Для определения этих коэфи- 
циентов достаточно в обе части уравнения (40) вместо $ (х) и $(5) подставить со- 


ответствующие значения и записать, что коэфициенты при Х;(х) равны в обеих 
частях. Мы получим, таким образом, п лииейиых уравнений: 


ь 
(1а — №24) Ри — № № —... — Ма НЫ (5) 1 (5) 45, 
а 
Ь 
\ 


(42) 
а 
еее нана еее. 
— Аа Ви — м В —... +1 -— ми) Н,=\\ ($) 1 (5$) а5, 
а 
гле | ь 
ав | №9 , (6) 45. 
а 
Разрешая эти линейные уравнения, мы получим для Н,,Нь...,Н», а следова- 


тельно, и для $(х), рациональную функцию от }, которую, как это нетрудно ви- 
деть, можио записать в форме: | 


ь 
А х 
99+ Бе | 2* й |) 1 (6) 45, (43) 
а 
х 
ге О, () и р, ( и |3) — два детерминанта: 
1— № — Ма... ма 
— ме 1 — Аа ... — Миа 


Ри) = (44) 


хо осо 


— № — № ... 1 — 9 п 
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| 0 Х\ (<) Х, (\) ... Х, (1) 
` | | И, ($) 1- Аа Аа (с а 

7 ( 5 | ‚) == | Но ($) — Аа 1- Ад... -- 18 | (45) 
| 7, ($) мо аи, 


С помощью довольно простых преобразований * можно показать, что детер- 
` А |. 
минанты О„(\) и и (13) тождественны с функциями Фредгольма, соответ- 


ствующими ядру УХ; И, а это с помощью индукции приволит к общему реше- 
нию уравнения (1) с ядром общего вида. Мы покажем только тождественность 
детерминанта 0, (}) с детерминантом Фредгольма. Заметим прежде всего, чло 
ядро Л (х, у) можно представить в виде УЛ; И, бесчисленным мпожеством спо- 
собов, ибо функции Х; можно всегда заменить п различными линейными комби- 
нациями этих функции с постоянными коэфициентами; ия функций У; должны 
в таком случае быть заменены я линейными комбинациями этих функций с ко- 
эфициентами, зависящими от первых коэфнциентов. Ясно, что детерминант О, (*) 
не зависит от частного выбора функини Х,‚ © помощью которых составлено 
ядро УЛ; У, и что этот детерминант зависит только от самого ядра К (л, у). 
Покажем, как можно, пользуясь произволом выбора функций Хз, привести О„ (^) 
к произведению элементов его главной диагонали. 
Пусть ядро К\х, У) задано некоторым определенным образом в виде У Л: Г, 

и пусть требуется найты липейную комбинацию вида Х:--Уа; Ау с постоянными 
коэфициентами так, чтобы было 


5 
\ К (х, $) Х ($) 45--СХ (5%), (46) 


а 


где с — постоячный множитель. Так как по предположению функции Х; линейно 
независимы, то л коэфициентов а; должны удовлетворять системе п линейных 
однородных уравнений. Если приравнять определитель этой системы нулю, то по- 
лучится уравнение л-й степени относительно с, которое есть не что иное, как 


уразиение 0„ (0) =0, в котором \ заменено на =. Каждому корню этого уравне- 


ния соответствует по крайней мере одна функиия Х (х), удовлетворяющая усло- 
вию вида (46), где постояннам с может быть и нудем. Если одну из этих функ- 
ций принять за Х\, то ясно, что соотиотнение (46} может удовлетвориться только, 
если а2==... = аи =0. Выбрав Х, таким образом, можно дальше нрименить 
те же соображения и операции к ядру ЛХ, -+...-- ХИ; и так далее. Мы при- 
дем, таким образом, к ядру, данному в такой форме, что аь==0 при [< А; для 
краткости мы будем говорить, что ядро представлено в приведенной форме. Та- 
ким образом детерминант 0, (А) обратится в произведение (1 — а: ^)...(1 — ал»). 
Остается только выразить суммы одинаковых степеней $р= Хай с помощью 
ядра К (х, у). Соотношения 
ь 

т ы ($) 49-жа \ Л, 8) У, (9) 48-0, (<) 

а 


а 


дают непосредственно: 


$ =ан фа г... фа рр = ГК(мь х1) Ч 


и 


* Сопгза+, ВиЦейп Че 1а Зое тайвтаНаие, т. 35, 1907, стр. 163; 
Герезвие, /6щ4., т. 35, 1908, стр. 3. 
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и вообще 
во 
$, \\... \ К (хь, хз) К (хо, хз)... К (хр хо ах, 4х... Чх,, (47) 
аа а 


В сзмом деле, каждый член кратного интеграла представляет произведение р 
множителей вида а». Если не все а имеют равные индексы, то среди множите- 
лей есть по крайней мере один, равный нулю, и интеграл, следовательно, ра- 
вен Хар. Отсюла видно, что суммы 5, суть не что иное, как последовательные 
следы ядра К(х, у}. Следовательно, разложение логарифмической производной 
функции О„(*) совпадает с разложением логарифмической производной детер- 


минанта Фредгольма ($ 566), а так как О„ (0) —=0 (0) =1, то эти две функции 
тождественны. 

Примечание. Если ядро представлено в приведенной форме, то О, (;) 
является многочленом м-Й степени, если только ни одно из чисел а11. 5, ..., пл 


д|. 
не равио нулю, в то время как степень О» (* | :) не выше п— 1. Допустим 
теперь, что некоторые из чисел ап равны нулю, например @;;, аз, ..., @р», 
все же остальные отличны от нуля, тогда О„(%) будет степени м --р, но и сте- 


х 
пень О; ( 


мер, будет по крайней мере степени я — р. Отсюда следует, что резольвента есть 
рациональная функция от ^, которая при бесконечном значении Хх обращается 
в нуль в том случае, если ни одно из чисел а не равио нулю, и только в этом 
случае. Но если ядро К (х, у) каким-нибуль способом представлено в виде У Х;У,, 
то числа а;, входящие в приведенную форму, представляют собой кории уравне- 
ния СО (1) 0. 

Таким образом, для и10г0 чтобы резольвента при бесконечном значении \ 
обращалась в нуль, необходимо и достаточно, чтобы определитель О, (;) 
был степени п. 

572. Другой метод индукции. Если прелположить, что решение Фрел- 
гольма установлено для ядра специального вида УА;Уь» то можно непосред- 
ственно перейти от этого элементариого случая к случаю любого пепрерывного 
ядра с помощью перехода к пределу *. Пусть вообще 


К! (х, у), Ка (х, у), --- ‚Ки (%, У), +... 


будет последовательность ограниченных ядер (к которым применим метод Фрел- 
гольма), которая сходится к некоторому ядру К\(х, 5). Обозиачим через 0, ()), 


. х 
р, ("| +) ‚020. Ь ("| *) целые функции Фредгольма, составленные соответ- 


›) це может быть ниже, ибо коэфициент при Х\, (л} И, ($), напри- 


ственно с помощью Ки (х, у) и К (х, У). Легко видеть, что при неограниченном 
. х 
возрастании и фупкция О„(») имеет пределом р (+) и что 2, [в *) равномерно 
х . 
стремится к р ( |) . Чтобы доказать первое, достаточио заметить, что Д, (). 
У 


и 2 (5) суть два ряда, относительно ), всегда сходящиеся, члены «оторых по абсо- 
лютной величине меньше ($ 565) соответствующих членов сходящегося ряла с по- 
ложительными членами, не зависящими от п, и что каждый член ряла О, (0) 
имеет своим пределом соответствующий член ряла Д (^). Вторая часть этого иред- 
ложения доказывается совершенно аналогичио. Отсюда следует, что, если Х не 
есть корень уравиения 0 (1) =- 0, то функния 

5 


ры 2» ($ 


а 


х) (9) 45 


1Е. Соигза 4, 10с. сН., стр. 172. 
$ 9, Гурса, т, ПШ, ч, 2. 
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равномерно стремится к функции Ф (х), которая имеет вид: 
ь 
А 
°=Л9+р0 |2($] :) 1 ($) аз. 
а 
С другой стороны, уравнение 


фи (х) = \ Ки(х, $) фи ($) 4$ + А(х) (48) 


2—5 


может быть записано в виде: 


-— > 


ь 
= (= К(х, $) Ф ($) 45-1 \ [Ки (х, $) —К(х, $] 21 ($) 45 + 


+ 
— 
— “о 


[9 (5) —Ф($] К(, 5) 4 1(*); (49) 


* 


ое 


при неограниченном возрастаиии п два последних интеграла правой части стре- 
мятся к нулю, и в пределе мы получаем: 


5 
Ф() = (К, 9 $6) 4+1, (50) 


= 


т.е, решение Фредгольма применимо также к интегральному уравнению с ядром 
К (х, у). Отсюда следует, что метод решения Фредгольма применим к уравнению 
с любым непрерывным ядром, ибо всегда можно указать последовательность много- 
членов Р„(х, у), которая сходится равномерно к этому ядру ($ 531), а всякий 
многочлеи, очевидио, есть функция вида УХ, У). 

Лебег (10с. сИ., стр. 11 и след.) широко обобщил этот метод и показал, что 
рэшение Фредгольма применимо к шнрокому классу неограниченных ядер. 
К этому результату можно еще притти, если заметить, что в случае ядра 
вида УЛ; У; метод $ 571 не предполагает, что функции Х; и У, ограничены, 
а только что произведения Х; (5) У, (5), } (5) У, (5) интегрируемы. Так дело обстоит 


в случае ядра вида > ($ 561), из которого процессом повторения нельзя 


получить ограничениого ядра. Большинство вопросов, которые можно поставить 
относительно интегральных уравнений второго рода, также легко разрешазтся 
для случая ядра вида УЛ; И, и это решение может дать полезные указания для 
общего случая. 


1. ИЗУЧЕНИЕ РАЗРЕШАЮЩЕГО ЯДРА. 


573. Ортогональные и бнортогональные системы. В этом и в слелую- 
щих параграфах мы будем рассматривать функции, которые могут иметь 
в интервале (а,6) некоторое конечное число точек разрыва, но кото- 
рые интегрируемы в этом интервале, равно как н их квадраты. Исклю- 
чаются из рассмотрения только такие разрывные функции /(х), для 


которых 
ь 


л(дах=0 


а 
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(см. следующую главу). Пусть и и о будут две функции этого рода. 


Для краткости положим ь 


(ио) =\ и (х) э (х) 4х; 


а 


согласно неравенству Шварца этот интеграл нмеет конечное значеиие, 


ибо интегралы ь 


) и? ах, 


имеют конечные значения. Если имеет место равенство (#0) —=0, то функ- 
ции и и о называются ортогональными. Последовательность конечного 
или бесконечного числа функций 


ф1(х), $ (<), 5, 9. (Х), ... {51) 


составляет ортюгональную систему, если мы имеем ($,4$,)=0 при раз- 
личных индексах фи №. Ясно, что всякая часть ортогональной снстемы 
функций представляет также ортогональную систему. Если п функ- 
ций 9, .... 9, составляют ортогональную систему, то они линейно 
независимы. В самом деле, если бы между ними существовала линейная 
однородная зависимость с постоянными коэфициентами, то, умножая 
левую часть на $,(х) и интегрируя в пределах от а до 8, мы полу- 
чили бы, что коэфициент при $;(х) равен иулю. 

Ортогональная система (51) называется нормальной, если нмеют место 
равенства ($, $; =1 для любого значения индекса. {. Чтобы преобразо- 
вать произвольную ортогональную систему в иормальную, очевидно, до- 
статочно разделить каждую функцию $,;(х) этой системы на И ($, $,). 

Пусть задана система п линейно независимых функций 


фо Фен › Физ 


можно составить п линейных комбинаций этих функций с постояниыми 
коэфнциентами, составляющих ортогональную систему. Возьмем, напри- 
мер, Ф, (х) =, (х) н определим постоянное с,(#>1) так, чтобы две 
функции $. (х) и п, (х) = 9,(х) — с, $, (х) были ортогональны. В иовой 
последовательности функций Ф, (х), п.(х), ....п,(х) первая функ- 
ция Ф, (х) ортогональна ко всем остальным и, следовательно, к любым 
их линейным комбинациям. Кроме того, эти п—1 функций п, (х)`ли- 
нейно независимы, н следовательно, можно © новой последовательностью 
поступить, как с первой. После п преобразований этого рода мы, оче- 
видно, придем к системе п ортогональных функций Ф,, Ф,,...,Ф,, 
которую можно привести к нормальной системе указанным уже способом. 
Ортогональная система, которую можно получить с помощью, п функ: 
ций 9, $. ...,Ф„, Ие единственная. Действительно, ясно, что из вся- 
кой ортогональной системы п функций можно составить новую орто- 
гональную систему, если к функциям этой системы, рассматриваемым 
как независимые переменные, применить ‘какую-нибудь ортогональную 
подстановку. 
5% 


ах 


в-— 55 
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Точно так же говорят, что две последовательности конечного или 
бесконечного числа функций 


91, Ф» $.» Фи» +. 
(52) 
фь, фь, 4: Фи х.з 


поставленных во взаимно однозначное соответствие, составляют биорто- 
гональную систему, если имеют место равенства ($,%,)==0 для 25 А. 
Функции ф; и Ф,; с одним и тем же индексом называются союзными. 

Если, кроме того, ($,%,)520 для всякого #, то можио поло- 
жить ($, Ф,) =1, ибо достаточно разделить $,(х) на (2;Ф;), чтобы это 
условие было выполнено. Система (52) тогда называется нормальной 
системой. Любое число функций, принадлежащих одной из последова- 
тельностей биортогональной системы, в которой (ф,$,) == 0 при любом &, 
линейно независима. В самом деле, если бы существовало линейное со- 
отношение между п функцчячи, например $, $,,...,ф„, то, умножая ле- 
вую часть этого соотношения на ф,(х) (Ё = п) и интегрируя в пределах 
от а до 2, мы нашли бы, что коэфициент при у,(х) в этом соотноше- 
нии равен нулю, 

Пусть ($1, Фа» +. › Фр) и 3,5. .... фр) будут две группы по р функ- 
ций таких, что не существует ни одной линейной комбинации функ- 
ций $, с постоянными коэфициентами (из которых по крайней мере один 
отличен от нуля), которая была бы ортогональна к функциям ф,, и на- - 
оборот, из этих двух групп можно построить две группы функций, со- 
ставляющих биортогональную систему. Заметим, прежде всего, что из 
принятых допущений следует, что р фуикций ф; линейно независимы, 
как и р функций ф,. В самом деле, если бы существовала линейная 
комбинация функций $, которая была бы тождественно равна нулю, 
то эта линейная комбинация была бы ортогональна ко всем функпиям Ф,. 
Приняз это во внимание, примем Ф, (х) =; (х), и пусть $. (х) будет 
такая линейная комбинация функций Ф, что (Ф/ Ч) отлично от нуля. 
Выберем затем 2р—2 коэфициентов с), с, .... С» С, -..., С’ таких, 


рб Р 
чгобы было: 


(Ф, ф,— ©) =0, 1— 
(и —2Ф,) =, } (—2,... ›р)}. 


Это сделать возможно, ибо (Ф., Ф,) не равно нулю. При этом р— 1 
функций (п,,...,п,), где п,==4,—с,Ф, линейно независимы и орто- 
гональны к функции Ф,; точно так же р—1 функций (),, ..., {»), где 
=, — с. 4., линейно независимы и ортогональны к функции Ф.. 
Кроме того, ясно, что никакая линейная комбинация функций п; не 
будет ортогональна ко всем функциям 7,, и наоборот. Повторяя ту же 
операцию над двумя группами функций (п,. п,,..., пр) н (%.. ..., Хр) 
и продолжая так далее, мы, очевидно, прилем к двум группам по р 
функций (Ф,, Ф,, +.) Ф,) и 4, .-. о $», составляющим биортогональ- 


ную систему, которую можно будет сделать иормальной указанным 
выше способом. . 
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Примечание. В предыдущих рассуждениях мы неявно предполагалн, что 
значения переменного и функций действительны. Все соображения, приведенные 
относительно биортогональной системы, остаются в силе, если переменное х по- 
прежнему является действительным, а функции ф;и $; принимают комплексные 
значения, ибо никакие предыдущие рассуждения ие опирались на то, что эти 
значения действительны. Это, однако, не относится к ортогональной системе, и 
в случае, когда функции этой системы могут принимать комплексные значения; 
определение следует обобщить. Мы будем говорить, что система функций $ 
есть ортогональная система, если, отнеся каждой из этих функций сопряженную 
с ней функцию, мы получим биортогональную систему. Отсюла легко показать, 
что если п функоий составляют ортогональную систему, то они линейно не- 
зависимы, и, наоборот, если заданы п линейно независимых функций, то из них 
можно составить и линейных комбинаций с постоянными коэфициентами, состав- 
ляющих ортогональную систему. 


574. Ортогональные и полуортогональные ядра. Два ядра К, (х, У} 
и К, (х, у) — ограниченные или неограниченные — называются ортого- 
нальными, если они удовлетворяют двум условиям: 


ь ь 
фк, (х, 5) К, ($, у) 5 ==0, фк, $) К, (5, У) 45 =0 (53) 


при любых значениях переменных х н у. Они называются полуортого- 
нальными, если выполняется олно из этих условий *, 

Теорема А. Если К, (х, у) и К, (х, у) — два ортогональных ядра, 
то резольвента Г (х, у; \), соответствующая ядру 5(х, у) = К, (х, у) -- 
+ К, (х, У), равна сумме резольвент Г (х, у; \) и Г, (х, у; \), соответ- 
ствукщих каждому из этих ядер. 

Досгаточно показать, что если К, и к, ортогональны, то всякие два 
ядра, полученные из К} и К, некоторым числом повторений, также орто- 
гональны. Например, если 


ь 
К (х, у) == { Ка (х, 5) К" (5, 5) 45, 
а 


то можно записать; 

Г. 

ку, 5) КЭ(з, у) ав == 
Г’ 


= кР-(х, и) К (и, $) К, (5, ®) КИ-В (о, у) 45 ди Фо = 


-} 


[2 


ь . 
кро (х, и) К\"—\ (о, 3) ди в К, (и, $) К, (5, ®)4в==0; (54) 


а 


*Е. боцгзаё Сотрёез гепаиз, т. 145, стр. 667 и 752, 1907; Апие$ ае 
{а Еасийв дез Зепсез 4е Тошоизе, 2-я серия, т. Х, 1908; В. Неужоо4, Сотр- 
25 гепциз, т. 145, стр. 908; Лоигпа! ае МайвтаНдиез, 1908. Я доказал также 
зеоремы А и В, опираясь на строение определителей Фредгольма, 
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точно так же можно доказать, что 
‚о 
| Ку? (5) КФХ, у) @5==0, 


если повторные ядра записать по-другому. Из соотношений (54) непо- 
средственно вытекает, что ядро $“? (х, у), получеиное из К - К, пер- 
вым повторением, равно К (х, у) -|- К‘? (х, у). Находя одно за другим 
все следующие ядра, мы покажем, что п-е повторное ядро $®) (х, у) 
равно КМ (х, у) -- К!” (х, у). Складывая почленно разложения резоль- 
вент Г, (х, У; ^), Г,(х, у;») ($ 559), мы находим формулу, которую 
нужно было доказат .: 


Г(х, у; №) =, (х, у; ТЬ (х, у; 1). (55) 


Ясно, что ядро, ортогональное к нескольким другим ядрам, ортогонально 
также н к их сумме. Это позволяет распространить теорему на несколько 
ядер. Если п ядер К\, К., ...,К,„ попарно ортогональны, то резоль- 
вента, соответствующая их сумие 5(х, у) =К,-... + К„», равна 
сумме резольвент, соответствующих каждому из этих ядер. 

Из доказательства вытекает, что из каждой пары ортогональных 
ядер К;. К, можно получить бесчисленное миожество других. В самом 
деле, сумма любого числа ядер, полученных из ядра К, (х, у) повторе- 
ннями, ортогональна ко всякому другому ядру, полученному таким же 
путем из ядра К, (х, у). Сами разрешающие ядра Г, (х, у; \), Г, (х, у: и) 
также ортогональны, каковы бы ни были значения } и нц. 

Пусть ф; (х) и $.(х) будут два решения двух интегральных уравнений: 

5 


Фа (= [К (х, 5) 9. (8) 48 --7(х), 


фа (х) = \ К, (х, $) фо (5) 45 -- Г(х), 


-—эъа 


где ядра К; и А, ортогональны. Если \ не есть особое значение для 
одного из ядер, то согласно предыдущей теореме о резольвентах, 
ф, (<) -{- +» (х) — /(х) будет решением интегрального уравнения: 


Ь 
Ф (= {К (х, $ -- К, (х, $)} © (5) 44-7 (х). 


Это свойство легко показать и непосредственно, так как предложе- 
ние, которое нужно доказать, приводит к следующему: 


[2 Г 
| Ко, 5) [фь (8) — ед 48 | Кох 5) [фа (8) — (раз ==0. 


Еслн теперь принять во внимание самые интегральные уравнения и 
ортогональность ядер, то ясно, что оба эти интеграла равны нулю. Заме- 
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тим, что это доказательство остается в силе и для того случая, когда А 
будет собственным значением для одного из ядер, и что это свойство 
распространяется на любое чнсло попарно ортогональных ядер. 

Рассмотрим теперь два полуортогональных ядра и положим, напри- 
мер, что эти ядра удовлетворяют второму из уравнений (53). Мы будем 
для краткосги говорить, что ядро К. (х, у) ортогонально справа к ядру 
К; (х, у), а ядро К, (х, у) ортогонально слева к ядру К. (х, у). Ядра 
КУ (х, у) и К®(х, у), полученные из первых некоторым числом повто- 
рений, удовлетворяют тому же соотношению, т. е всякое ядро, полу- 
ченное повторением из ядра К, (х, У), ортогонально справа ко всем 
ядрам, полученным повторением из ядра К, (х, у). Предложение это 
доказывается с помощью формулы (54), правая часть которой равна 
нулю в силу второго из соотношений (53). После этих замечаний до- 
кажем, что если ядра К; (х, у} и К,(х, у) ограничены или, в более 
общем случае, если решение Фредгольма применимо к каждому из них, 
то имеет место следующая теорема: 

ТЕорвмА В. Если К, (х, у) и К.(х, у) — два ортогональных или 
полуортогональных ядра, 0; (\} и 0,()) — определители Фр?дгольма 
для этих ядер, то определитель Фредгольма в (\) для ядра 5 (х, у} = 
—=К,--К, равен произведению 0, (\) О, ()). 

Принимая во внимание предыдущие соотношения и рассматривая по- 
следовательные повторные ядра, можно показать, что ядро 5” (х, у) 
имеет вид: 


| ь 
$ (х, у) = К (х, у) Е КУ (5) УС, \ КР(х, $) К® (5, у) 45, 


а 


где С„,— целые числа, таким образом имеем: 
ь в ь 
\ $) (5, $) 4 =\ Кб (5, $) 15 4- \ Кб (5, 5) 45 -- 
а 


а а 
ЬЬ 


УС» \ \ К(Р) (Ё $) К® (5, #) 45 ай. 
аа 


Последний член равен нулю, как это можно видеть, интегрируя сначала 
по переменному #; отсюда следует, что и-Й след ядра $(х, у) равен 
сумме следов того же порядка ядер К; и К.. Отсюда 


5'0) _ 2: 20,0) 
$ Ба тЬ,О)’ 


(56) 


и следовательно, 
$ (1) =0, (%) 0, 0). 


Примечание. Если два ядра ортогональны, то соотношение (56) выво- 
дится непосредственно из формулы (:5) и соотношения (15), которое дает лога- 
рифмическую производную функции /2 (1). В этом случае теорема справедлива 
для суммы любого числа ядер, попарно ортогональных, к которым примсния 
метод решения Фоедгольма, 
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575. Приложение к фуидаментальным функциям. Всякая функция, не 
равная тождественно нулю и удовлетворяющая соотношению: 


ь 
Ф(х) =с\К (х, $) $ (5) х5, (57) 


есть фундаментальная функция ядра К(х, у). В силу общей формулы, 
которая дает решение уравнения второго рода, для того чтобы это 
уравнение имело отличное от нуля решение, число с должно быть по- 
люсом резольвенты, и обратно, всякому полюсу резольвенты ‹оответ- 
ствует по крайней мере одна фундаментальния функция. 

Предложение уже доказано для случая ограниченного ядра (5 568). 
Следующее доказательство, основанное на функциональном уравнении 
резольвенты, является более общим. Пусть \==с будет полюс и-го по- 
рядка разрешающего ядра, и пусть 
В. (5) | В.) | 

( ... 


— с 


—с)71 


Г(х, у; \) = 


НХ ут А У -о+... 


будет разложением этого ядра в области полюса. Положим д —=е + й 
и заменим в обеих частях функционального уравнения (60) 5 559 ре- 
зольвенты Г(х, у; с -- Й) ее разложением. Мы получим: 


Е... В Ау Ав. = 


Приравнивая коэфициент при #-^ в обеих частях, мы получим со- 


отношение: 5 


В (х, у) = \ К(х, 9 В, (6 5) 4 (59) 


а 


которое показывает, что В„(х, у:) есть фундаментальная функция ядра, 
соответствующая особому значению с, каково бы ни было постоянное 
значение У;, приписанное переменному у. Аналогичным путем, пользуясь 
вторым функциональным уравнением (61), можно показать, что В, (х:, У) 
представляет решение союзного однородного уравчения:. 


ь 
фе К(ё, 5) $ (04, 


а 


где переменному х приписано произвольное постоянное значение 1. 
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Выше ($ 568) мы видели, что, если ядро ограничено, то полюсу с 
резольвенты соответствует только конечное число линейно независимых 
фундаментальных функций. Это свойство также легко получить из тео- 
ремы В. Пусть, в самом деле, Х = с будет корнем кратности т уравне- 
ния 0 (\) =0, и пусть $, $.,..., $, будут линейно независимые фун- 
даментальные функции, соответствующие этому полюсу. Мы покажем, 
что не может быть рт. Пусть п, (Хх) есть такая функция, что 
с (фт, ) =1. Положим К(х, У) = $: (х) п. (У) + К,. Согласно условию, 
которому удовлетворяет функция п‚, два ядра ф. (х) п, (у) и К, (х, у) 
полуортогональны. Но определитель Фредгольма для ядра $. (х)п, (у) 


равен 1—^ ($ 571); отсюда следует, что уравнение ДО, (}) =0, соот- 


ветствующее ядру К, (х, у), имеет корень \=с кратности т — 1. Те- 
терь легко для этого ядра К; (х, У) составить р—1 линейно независи- 
мых фундаментальных функций. Действительно, если положить ф, {х} = 
==, (х) - с. (х), то, принимая во внимание, что $) и ф, суть фунда- 
ментальные функции ядра К (х, у), получим: 


.. 


а 


ь В, 
с \ ф, (5) К! (х, 5) 4 =%,(х) — $: (х) |. \ п, (5) 9,(5)45 ‘. ; 


выбирая с, так, чтобы коэфициент при $, (х) был равен нулю, и пола- 
гая последовательно г=2,3,..., р, мы получим р — 1 различных фун- 
даментальных функций для ялра К, (х, у). Если бы было рт, то, 
продолжая таким же путем, мы пришли бы к ядру, для которого с не 
было бы особым значением и которое тем не менее имело бы фунда- 
ментальную функцию, соответствующую с. 

Теорема распространяется на любое неограниченное ядро, если только 
из иего конечным числом повторений можно получить ядро, к кото- 
рому применимо решение Фредгольма. Нусть с есть особое значение 
для ядра К (х, У), а 9(х) — соответствующая фундаментальная функция. 
Умножая обе части соотношения 

ь 


9(5) = \К(5, 09 (04 


а 


на сК(х, $} и интегрируя, получаем: 


[2 ьь 
$(х) =с\К(х, ) 9 (8) @ = =\\к (х, $) К(, 9 (044 == 


Ь 
— 22 \ К) (х, до (04 


а 
а отсюда рекуррентным путем нетрудно получить соотношение: 
ь 
$ (х) = Р\ К) (х, $) $ (5) 4$, 


а 
справедливое для любого р. 
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Итак, всякая фундаментальная функция ядра К(х, у}, соответст- 
вующая полюсу с резольвенты, является также фундаментальной 
функцией и для ядра К“Р) (х, у), а соответствующий полюс новой ре- 
зольвенты равен СР *, 

Если решение Фредгольма применимо к повторному ядру К“) (х, у), 
то существует только конечное число фундаментальных функций, соот- 
ветствующих полюсу с разрешающего ядра. 

Если дано несколько ядер К, (х, у), ..., Кр(х, У), попарно ортого- 
нальных, то сумму 


Зе, у= Ку... НК, (5) 


мы будем называть результирующим ядром, а ядра К\, К.,...,К,— 

составляющими ядрами. Всякий полюс с резольвенты результирующего 

ядра является полюсом по крайней мере одной из резольвент составляю- 

щих ядер. И, наоборот, всякий полюс резольвенты одного из состав- 

ляющих ядер есть также полюс резольвенты результирующего ядра. Мы 

будем говорить, что функция $Ф(х) ортогональна справа к ядру К(х, у), 
5 


если равенство к, 5) $ (5) 45 =0 выполняется при всяком х. Если 


а 
два ядра К’ (х, у), К,(х, У) оргогональны, то всякая функция 


ь 
К(й=\ К, (х, 9+0 


а 


* Обратное предложение не всегда имеет место. Пусть $ (<) будет решением 


уравнения: 
ь 


фо = | К (х, 54) 45; | (Е) 
положим: “ 
ь ь 
п, (2) =$ (<) + си \ К (,5) 6) 45+... + с? 62-9 \ КФ-9 (х, 5) (5) 45, 
а 7. 
где у — одно из чисел 0, 1,2,..., р 1, а ® — первообраэный корень уравне- 


ния ©” —1. Нетрудно показать, что п,(‹) представляет решение уравнения 
ь 
п, (Х) == со \ К(х, $, ($) 45. (е) 
а 
Кроме того, функции пу, п, ..., пр-1: Не могут быть одновременно равны нулю, 
ибо их сумма м+м +... --п,_: равна р$(х). Всякое решение уравнения (Е) 
дает решение по крайней мере для олного из уравнений (:,} но не обязательно 


представляет решение уравнения (1) (см. дальше $ 579). 
Ели, однако, целое число р выбрано так, что ни одно из чисел 


69, С0?, ..., сюР-& не является полюсом резольвенты ядра К(х, у) (это всегда 
можно сделать и притом бесконечным множеством способов), то уравнение, (1.), 
где у—1,2...., р— 1, не имеет других решений, кроме к, —= 0; слеловательно, 


пу (х) тождественно с р (х), и урзвчения (Е) и (1) имеют общие решения, 
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ортогональиа справа к ядру К, (х, У). Действительно, можно записать: 


ь [2.2 
\ Ко (% 5) К, [6 ($)] = (к, (х, К, (5, 09 (1) 45 4, 


ав силу ортогональности ядер правая часть равна нулю. Отсюда в ча- 
стности следует, что если два ядра К, и К, ортогональлы, то всякая 
фундаментальная функция одного из ядер ортогональна к другому 
ядру. В самом деле, пусть $(х) будет фундаментальная функция ядра 
К; (х, у); эта функция будет вида сК, ($), и следовательно, согласно 
‚предыдущему замечанию, она ортогональна к ядру К, (х, У). 
Пусть будут К\, Кз,...,К, попарно ортогональные ядра, $ (х, У) — 

их сумма, с — особое значение, например, для ядра К; (х, У), $Ф(х) —- 
соответствующая фундаментальная функция. Функция Ф (х)  логоНельна 


ко всем другим язрам К,, К, ...› Кр, и следовательчо, 


$ (х) =е\$(х, $) 9 (5) 45. 


ве — 


Отсюда вытекает следующее предложение: 

Всякий полюс резольвенты одного из составляющих ядер есть 
также полюс резольвенты результирующего ядра, а всякая фундамен- 
тальная функция одного из слагающих ядер есть фундаментальная 
функция результирующего ядра. 

Чтобы выяснить, справедливо ли обратное предложение, положим 
р==2. Пусть $(х) будет фундаментальная функция для ядра 


5 (х, У) —=А, (х, У) + К, (х, У), 


соответствующая полюсу с. Если через $. (х) и $.(х) обозначить выра- 
жения сК\ ($), сК, ($), то согласно допущению имеем: 


$ (<) = $: (х) НФ, (х). 


Но так как два ядра К, и К, ортогональны, то $, (х) ортогональна 
к ядру К, (х, у), а $ (х) ортогональна к ядру К, (х, У), и следова- 
тельно, если заменить $(х) на $, + $.,, можно записать предыдущее 
соотношение в виде: 


$1 (х) = сК\1 ($-), 9. (х) = сКз (фз). 


Так как по крайней мере одна из функций $., $. отлична от нуля, то 
отсюда следует, что число .с является полюсом по крайней мере для одной 
из резольвент ядер К, или К.. Если с есть полюс только для одной из 
них, например для первой, то ф, =0, $—$, и $(х) есть фундамен- 
тальиая функция ядра К, (х, у). Если с — полюс для резольвент обоих 
ядер, то ф(х) есть сумма двух фундаментальных функций. Эти рассуж- 
дения без труда распространяются на любое число попарно ортогональ- 
иых ядер, и следовательно, всякая фундаментальная функция резуль- 
тирующего ядра есть фунЭаментальная функция одного из состав- 
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ляющих ядер или является суммой -фундаментальных функций тех 
составляющих ядер, которые соответствуют общему полюсу их 


резольвент. 

Если, в Частности, резольвенты составляющих ядер попарно не имеют 
общих полюсов, то мы получим все фундаментальные функции результи- 
рующего ядра, если возьмем все фундаментальные функции составляю- 


щих ядер. 
576. Главные ядра *. Мы уже видели, какую важную роль играет 
функциональное уравнение ($ 560): 


2 
Г(х, уз) — Гун \ Г, БОГЕ, у; №) 4, (60) 
а 
которое характеризует разрешающие ядра. Прнменим его к изучению 
резольвенты в области полюса ).=е. Если записать разложение резоль- 
венты в области полюса, как мы его приводим выше ($ 575), то урав 
нение (60) принимает вид: 


У! ви, 5) (+ 
оо 


+ У 4,6) {0 - Ри ее} = 


р=1 


но [бвено(55 ыы 0—4] х 
к ви»; :). :У^ во] 4 ‚ (61) 


или, Полагая \-—с=й, ц-—с=А и разделив на й —Ё: 


у В, (х, у) |1 11 1 
-У пе [а +. На] + 


1=1 


+ со 
+ Ур Ари, д 4-4 в... а-} = 


р-=4 


* В моем мемуарев Ална/!ез 4е Тошоизе я вел исследования о главных ядрах, 
опираясь почти исключительно на теоремы А и В. Изложение сильно сокра- 
щается, как это показал уже Лалеско, если пользоваться еше функциональиым 
уравнеиием разрешающего ядра. Метод, которого я буду придерживаться, не- 
Сколько отличен от метода Лалеско и не предполагает известиой те ›рию элемен- 
тарных делителей 
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5 п оо 
1 
= [Уве оч У и в» х 
а 1 о 


|3 оо 
1 В 
х [У я В: э+У Ар (Е, У) ы 4. (615) 
1 


Предыдущее соотношение должно выполняться при любых й и ^. 
КР ПР 
И’ р 
положительное число или нуль, то коэфициенты при этих членах в: пра- 
вой части должчы быть равны нулю, откуда следует: 


Так как в левую часть не входят члены, содержащие 


,. 
| В БАБЬЕ 0, 
а 

(р ...›.П 


| р. (62) 
) вв Ар, ди 0 


Если обозначить через 1(х, у; \} главную часть разрешающуго ядра и 
через Н(х, у; *) — правильную часть его, то из соотношений (62) вы- 
текает, что 

5 


\УО, БН, у; в) =, 


а 


Н()х уу) =0, (63) 


вы 


при любых значениях Х и 1, если только разложение Н(х, у; ц) по сте- 
пеням (м— с) сходится. Но функция 


Н(х, у; в) =Г(х, у; в) —1(х, у; и) 


есть мероморфная функция от (|4, и следовательно, соотношения (63) 
справедливы для люзых значений \ и а, в частности для = = 0. 
Для краткости положим 


® (х, У) = (х, у; 0) и НИ(х, у) =К(х, у) —А(х, у). 


Тогда ядро К(х, У) распадается на два ортогональных ядра А (х, у) и 
Н(х,у), первое из которых А(х, у) получится, если положить \ =0 
в главной части резольвенты, относящейся к полюсу } =с. 

Чтобы до конца использовать тождественность обеих частей фор- 
мулы (61515), необходимо, с одной стороны, приравнять коэфициенлы 
+, которые входят только в главную 
часть, и, с другой стороны, коэфисменты при положительиых степе- 
нях Йи _^, которые входят только в правильную часть. Эти две группы 
формул можно получить независимо одну от другой, либо полагая пра- 
вильную часть равной нулю, либо, наоборот, принимая во внимание 


1 
при различных степенях —— и 
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только правильную часть Ясно, что эти две группы формул могут быть 
объединены в двух следующих формулах: 


[4 
1(%, У; — зв) (106 81,4, — (64) 


Г.) 
Н(х, у; ) — Н(х, у в) | Но, ВН у; в) 4. (65) 


Первая из них выражает, что резольвента ядра А (х, у) есть не что иное, 
как главная часть у (х, у; ^) резольвенты Г(х, у;^) в области полюса с. 
Вторая выражает, что резольвента ядра Н(х, у) совпадает с правильной 
частью резольвенты Г(х, у; Х) в области этого полюса. Ядро # (х, у) но- 
сит название главного ядра, соответствующего полюсу с. Достаточно 
знать это главное ядро, чгобы определить фундаментальные функции, 
соответствующие значению с, так как с не есть особое значение ядра Н. 

Таким образом каждому полюсу резольвенты соответствует главное 
ядро. Два главных ядра, соответствующие двум различным полюсам, 
ортогональны. 

Пусть будут Л, (х, у) и А, (х, У) два главных ядра, соответствующие 
полюсам с; и с,. Ядро №, (х, у) ортогонально к ядру 


Н, (х, У ==К(х, У) — Е (х, У). 


Так как резольвента у, (х, у;\) правильна в области точки д==с,, то 
ясно, что А, (х, у} совпадает с главным ядром, которое может быть по- 
лучено из ядра Н,. Положим Н, (х, у) =Н.- №, и пусть 


Г, (х, У; №, 1: (х, УХ) 


будут резольвенты для этих ядер. Ялро А, (х, у) ортогонально к резоль- 
венте Г, (х, у; *) -- у» (х, у; №) ядра Н, (х, у), н следовательно, 


Ь . 
|, УЗ) ть У 0. 


Но интеграл 
ь 


есь д (Уз) 

а у . 
есть рациональная функция от }, имеющая единстненный полюс }, = с, 
и исчезающая в бесконечности, между тем как интеграл 

ь 


ету) 


а 
есть голоморфная функция от ). в области \==с,. Таким образом оба 


эти интеграла должны быть равны нулю, и следовательно, ядро К (х, у) 
ортогональио к обоим ядрам ^, и Н.,. 
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577. Строение главного ядра. Для того чтобы функция К(х, у) была 
главным ядром, необходимо, чтобы резольвента относительно этого ядра 
была рациональною функцией от \, имеющею один полюс и равною 
нулю в бесконечности. Определим сначала, в каком случае резольвента 
будет иметь один полюс первого порядка. Она должна быть вида: 


К ) 2 дР 
К (х, 5) ке, (++ а... +...) 


1—— 


с 


для чего необходимо, чтобы было вообще ($ 559) 
6Р-1К(Р) (х, у} =К(х, у) (р=2,3,...) 


Эти условия, как нетрудно вилеть, сволягся к первому из них: 
К(х, у) = с ке $) К (5, У) 45, (66 
а 


которое выражает, что К(х, у5} есть фундаментальная функция ядра 
К (х, у), соответствующая полюсу с, какое бы постоянное значение у, 
мы ни дали переменному у. Так как существует только конечное число 
различных фундаментальных функций, то отсюда следует, что К(х, у) 
есть линейная комбинация р линейно независимых функций $, (х) с коз- 
фициентами, зависящими от у: 


К (х, у) = 6: (ХФ... 9%) 9,0), (67) 


где фуикции Ф, (У),..., ‚5 (у} также линейно независимы. Если в соот- 
ношении (66) Заменить КС, у) его. выражением (67), то мы увидим, что 
функции $, Ф, должны удовлетворять соотношениям: 


(ф.ф,) =0, если Е5Е, 
с($ф.) =1 ((=1,2,..., р), 
так что функции ($;, 9.,...,9›), (ФФ, ...,Ф» составляют биорто- 
гональную систему. Наоборот, из каждой биортогональной системы 
можно получить ядро К(х, У), отвечающее условию задачи. Заметим, 
что функции Ф,,ф,,..., ф, представляют р решений однородного союз- 
ного уравнения: ь 


фо =с\ КУ 


и что опредёлитель Фредгольма ро—=(1-—* ($ 571). Прежде чем 


рассмотреть общий случай, докажем одну лемму. 
Лемма. Всякое решение ичтегральчого уравнения 


|.) п 
р (е, у) —е | К(х, 5) 4 (5, 5) 4 == УХ, (х) У) (68) 


17 


имеет такой же вид, как правая часть этого уравнения. 
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В самом деле, пусть ф(х, у) представляет некоторое решение этого 
уравнения. Прелполагая, что п функций У, (у) линейно независимы, да- 
дим переменному ул частных значений у, у,, ...,У,„ таких, чтобы де- 
терминант, составленный из элементов 7; (у,), был отличен от иуля. Из 
полученной системы и уравнений можно определить функции Х.,..., Х„- 


Так, например, получим: 
ь 


Х, (х)=Ф, (<) —с \К(х, $) $, (5) 45, 


а 


где Ф, (х) есть выражение вида У а, $ (х, у;) с постоянными коэфициен- 
тами а. Точно так же мы с помощью функции ф (х, у) получим реше- 
ние Ф, "(< уравнения: 


|. 
Ф(х) — с\ К (х, 5) Ф, (5) “== Х, (х), 


а следовательно, и решение Ф (х, у) = УФ, (х) У,(у) уравнения (68), 
которое действигельно имеет требуемый вид. Всякое другое решение бу- 
дет иметь вид Ф (х, у) + о(х, у), где ®(х, у) есть решение однородного 


уравнения: ь 


ф(%, у) =е | К(х, 5) $(®, у) 45. 


Но все решения этого уравнения, рассматриваемые как функции от х, 
представляют линейные комбинации конечного числа ‘(оно может быть 
равно нулю) функций от х. Следовательно, всякое решение уравне- 
ния (68) имеет указанную форму. 

Приняв это во внимание, вернемся к методу сравнения коэфициен- 
тов, примененному в $5575. Прежде всего мы видим, что функция 
В, (х, У), которая при любом заданном постоянном значении у пред- 
ставляет фундаментальную функцию ядра К (х, у), имеет вид: 


В, (х, у) = $; (х) $; (У)... 9, (<) $,(5), (69) 


ибо существует только конечное число фундаментальных функций, со- 
ответствующих числу с. Приравнивая коэфициенты при #1-8 в обеих 
частях тождества (58), мы приходим к соотношению: 


Г 
Вит (у) =е[К(х, 1) В, (6 у) 4 ке ОВ, (в, у) 4 


т} 
а а 


Но так как В,„(х, у) имеет вид (69), то из предыдущей леммы следует, 
что и В,_; (х, "у имеет тот же вид. Вообще имеет место такое рекур- 
рентное соотношение: 
ь ь 
Ви _: (х, ›) =с\ К(х, 2) В„_! (2, У) #--\ К (х. 2) Виа +1 (Е, У) 4, 
а 


а 
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откуда послеловательно убеждаемся в том, что все коэфициенты глав- 
ной части имеют один и тот же вид, а следовательно, и само главное 
ядро будет того же вида $$. + %..-+...--9„Ф„, причем т функ- 
ций $; (х), 9. (х), ..-,9„(х) можно предположить лннейно независи- 
мыми, как и т функций Ф/ (у), $, (У),...,Фи (у). Выше ($ 571) 
мы видели, что соответствующее разрешающее ядро обрашается 
в нуль при бесконечном значении ) только в том случае, если не 
существует никакой линейной комбинации $, которая была бы орто- 
гональна ко всем ф,. Определитель Фредгольма р ()), полученный из 
этого ядра, представляет многочлен 1-Й степени, все корин которого 
являются полюсами резольвенты ($ 565). Для того чтобы эта резоль- 
вента имела единственный полюс \==е, необходимо, следовательно, 


чтобы было 
)) =11—- 
ро ( -) . 


Это условие и достаточно, ибо в таком случае резольвента есть не что 
иное, как частное от делення многочлена (т -—1)-й степени относи- 
тельно } на О()) ($571). 

Всякая линейная комбинация т функций 9,5. ..., 9. с постоян- 
ными коэфициентами есть главная функция ядра К(х, у), соответст- 
вующая полюсу с резольвенты. 

Всякая группа 1 линейно независимых главных функций составляет 
главную группу. Функции Фф,, ф.,...,Фы и все их линейные комбнна- 
пин с постоянными коэфицнентами представляют союзные главные 
функции. Если главное ядро представлено в форме 


1 (<) $ (У |... + 9 (<) Фи (5), 


то говорят, что две группы функций (9.,..., и) и (.,...,Фи) пред- 
ставляют две главные союзные группы. 

Очевидно, существует бесчисленное множество систем главных союз- 
ных групп, ибо главное ядро может быть представлено бесчисленным 
колнчеством способов в указанном выше виде. Всякая система т ли- 
нейно независимых комбинаций из 2 функций 9, (х) может быть при- 
нята за главную группу, и этим выбором определяется главная союзная 
группа (5 571). Произволом этого выбора мы воспользуемся для того, 
чтобы представить главное ядро в таком виде, который делает очевнд- 
иым свойства этого ядра. 

578. Приведение к каноническому виду. Итак, всякое главное ядро 
Е(х, у), соответствующее полюсу с резольвенты, имеет вил: 


Е(х, у) =, (х) $, (У) 9. (Е... + 90) $"), (10) 


где 9; (х),..., 9„(х) суть т линейно независимых функций от х, & 
$. (У), ..., фи) — т линейно независимых функций от у. 


6 э. Гурева, т. Ц, *. 2. 
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Более того, эти функцин должны быть таковы, чтобы определитель 


1—а.1^А фа»... ат * 
Р„.0.) = — 4 1— а»)... ат \ (71) 
— 4.) —4„}... 1 — аи ^ 


5 
\т 

где а,—= 9 (х)Ф, (<) 4х, был тождественно равен (1 — =) .С другой 

а 


стороны, мы приходим к уравнению, эквивалентному уравнению 
РЭ» (0) =0, при нзучении следующего вопроса. Принимая РО внимание 
значение коэфицнентов 4 мы имеем: 


Е [9, (х)] = аи $, (х) +... ати. (>) (=12,..., т); (72) 
если теперь поставнть задачу нахождения линейной комбинации 
Ф (1) =в 4, (+... аи, (х) 
с постоянными коэфнциентамн, такой, чтобы было 
&[Ф (х)] =5Ф(х), (73) 


где 5$ — постоянная, то для определения множителя $, как это нетрудно 
видеть, мы придем к уравнению: 
| т 1 1 т 
Е (5) = (—1)" 5", я] = —$ == 0. (74) 


с 


Следовательно, уравнения (72) определяют линейную подстановку с 
т 
характеристическнм уравнением (- —:) —0, а к этой подстановке 


мы можем применить известные результаты о прнведении линейной пол- 
становки к каноническому вилу (т. П, $ 409—410). Мы виделн, что 
существует 2 линейно независимых комбинаций функций $9, которые 
при применении к ним операции Ё(_) подвергаются линейной подста- 
новке канонического вида. Чтобы не вводить лишних обозначений, мы 
предположим, что в качестве этих функций $, 95,..., фи Взяты сами 
главные функции. Эти функции разделяются на несколько групп; функ- 
ции 9,..., 9» составляющие одну из этих групп, удовлетворяют 
условиям: 


СА (1) = Фр СИ (фо) == НФ.» 28 (9) = 9-9» (75) 


и аналогичные формулы имеют место для каждой из групп. Мы будем 
говорить, что т функций 9, 0,,..., 9и составляют каноническую 
систему главных функций и что ядро Ё(х, у) представлено в канони- 
ческом виде. Функции $., $.,,..., Фр одной и той же группы состав- 
ляют каноническую группу, а функции ф;, ф,,..., ф,— союзную ка- 
ноническую группу. 
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Положим для примера, что мы имеем две канонические группы, со- 
держащие соответственно ри 9 функций (р а=т); пусть 


(21, Фр. › Фр) 


ж! ' 
(2 92... Фо) 
будут эти две группы функций. Еслн ядро представлено в виде: 


Е(х, у) == $: (х)ф: (у) Е... 9, (х) $) + 9 «фО-... 
+4, 9%. 0), 
то функции 9,(х), $'(у) удовлетворяют соотношениям, вполне анало- 
гичным предыдущим: 
се (= Фр» СР (фо) ==. 4... СВ). 9. (75) 
Из соотношений (75) н (75!) следует, что функцин $, ортогональиы 
к функциям $, и что функции Ф, ортогоиальны к функциям $’, так 


что два ядра 
К, (х, У) — 91 (х) ф. (У) -— ... - Ф›(х) Фр (5), 
Юз (х, У) = 9: (х) фа. (у)... 9, (х) $, (У) 
ортогональны друг другу. Каждое из этих ядер называется каноническим 
ядром. Этот метод является общнм. Таким образом всякое главное ядро 
есть сумма некоторого числа канонических попарно ортогональных 
ядер. Каждое из этих канонических ядер составлено из главных функ- 
ций одной из канонических групп. 

В соотношениях (75) можно заменить ядро Ё(х, у) ядром А, (х, У), 
ибо функцин $;, Ф»›..., Ф, ортогональны ко всем другим каноническим 
ядрам, из которых составлейо Е (х, У). Заменяя № (х, у) его выраже- 
нием, мы видим, что соотношения (75} могут иметь место только при 
выполнении следующих условий: функция 9, (х) должна быть ортого- 
нальна ко всем функциям Фф, крохе Фф,, ф, — ортогональна ко всем 
функциям ф„ кромеф, иф.,..., наконец, Фр должна быть ортогональна 
к функциям ф„, кроме ф›- 1и ф». Кроме того, имеем соотношения: 


2 (4:$:) )=1, с (251) = 1, с ($.ф.) =1, ... 52 (9 Фр 1) == (96) = 1. 
Определитель Фредгольма 4, (\), соответствующий ядру А, (х, У), 

Р 
согласио формуле (71) равен (1 —=) ‚ а это ядро имеет одну фун- 


даментальную функцию $; (х); в то же время функция Фр (х) есть фун- 
даментальная функция союзного ядра. Таким образом существует столько 
различных фундаментальных функций, сколько главное ядро содержит 
канонических ядер. Когда каноническое ядро состоит из одного члена 
ф; (х) $, (у), то $1 и ф, суть две союзные фундаментальные функции. 
В случае, когда }==с есть простой полюс резольвенты, главное ядро 
разбивается на #1 канонических ядер этого вила ($ 577). Если = 
есть кратный полюс, то среди канонических ядер существует по край- 
ней мере одно, которое содержит несколько главных функций. В этом 
м только в этом случае фундаментальная функция $(х) этого ядра 
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ортогональна ко всем фундаментальным функциям союзного уравнения, 
соответствующего этому полюсу. Итак, для того чтобы полюс резоль- 
венты был простым, незбходимо и достаточно, чтобы каждой фун- 
даментальной функции Ф (х), соответствующей этому полюсу, можно 
было поставить в соответствие фунЗаментальное решение Ф(х) со- 
юзного уразн?ния, которое было бы не ортогонально к Ф(х). 

579. Каноническая резольвента. Чтобы найти главную часть резоль- 
венты в области полюса с, достаточно составить сумму резольвент раз- 
личных канонических ядер, которые составляют главное ядро. Чтобы 
образовать резольвенту для канонического ядра 


Е (х, Уч (х) $.) +... 9, (<) 9,0), 
мы должны составить последовательные повторные ядра. Согласно опре- 
делению интегралов (9$) мы непосредственно получаем: 


СЁ‘ (х, у)= $, (х › о Е $ 00} -Е 9 (%) {$ 9) т}... 
Е Фр-1 (%) 4Фр-1 (5) 5$) + $, () $45) 
и затем устанавливаем рекуррентиым способом, что 
са 1+1) (х, у) = $. (х) {90 ) + С! Ни + Е... 
...-- 9; (<) ) {0 - С:ф 1+1 (У) Ме: фи (У -Е РЕ. ..- 9, (%)$,0) 
п(п— 1)... ПВП. 
1 2 ... В 

входят члены с функциями ф,,,(у) до тех пор, пока их индекс не пре- 


восходит р. Вставляя в разложение разрешающего ядра по степеням А 
эти выражения повторных ядер, мы получим в качестлте коэфнциента 


при $: (х) $. .„ (у) (й>0): 


В — 
если положить С» = . В коэфициент при 9; (х) 


уз В } -—(й+1) 
(х} ('-5) 


Резольвента 1(^х, у, \) канонического ядра \(х, у) имеет, следова- 
тельно, выражение: 


(рф +... Ни - 


1 ^ 


с 


(1) 
2“ ра Не. (№ РР 


е для этой резоль:енты есть полюс р-го порядка. 


(Фа Е фз... НФ... 


+ 
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Если написать это разложенне в обычной форме, полагая \ = - р, 
\ 
то коэфициент при (- ”. точностью до постоянного множителя равен 
$: (х) ф, (У) (ср. $ 575). Пользуясь этим видом резольвенты, можно получить 
некоторые следствия. 

Рассматривая полюс с резольвенты некоторого ядра А (х, У), следует 
отличать: ранг г, т. е. число соответствующих ему различных фунда- 
ментальных функций, порядок р этого полюса и, наконец, степень т 
кратности корня \=с уравнения Д (}) =0, если к этому ядру приме- 
нимо решение Фредгольма. 

Ранг г равев числу канонических ядер, которые составляют главное 
ядро, соответствующее этому полюсу; если эти канонические ядра со- 
держат соответственно п., и.,..., М, главных функций, то порядок р 
полюса равен наибольшему из этих чисел, а степень м равна сумме 
этих чисел и и, + ...-- п, Эти три числа г, т, р связаны слелую- 
щими неравенствами, которые являются следствиями их взаимоотно- 


шений: р--г— 1 === гр. 


Если р==1, то т ==; если существует только одно каноническое ядро, 
то г=1, р==т. Во всех остальных случаях р-|- г— 1 < гр. 
Примечачие. 1. Вычет приведенной выше канонической резольвенты 


равен (НУ НЬО-... = 0} + 
0 16 У-вО +... 4... 4 бр 


две группы главных функций, которые сюда входят, составляют биортогональную 
систему. Так как всякое главное ядро прелставляет сумму канонических ядер, 
то вычет относительно полюса с произвольного порядка резольвенты состоит из 
главных функций, составляющих биортогональную систему. Если полюс про- 
стой, то эти главные функции совпадают с фундаментальными функциями 
"$ 577). 

5 О Выражение, полученное выше для резольвенты 1 (х, у; Х) канонического 
дра № (х, у} в связи со значениями интегралов ($;$:), непосредетьенно дает, 
то 


ь 
. _ _В 
[16 $ )4= —, 


. 


а 


что дополняет доказательство теоремы Пуанкаре, приведенной выше ($ 570). 

3. Выражение п-го повторного ядра Ап) (х, у) канонического ядра А (х, у) 
показывает, что главные функдии этого повторного ядра выражаются с помощью 
главных фуикций ядра &(х, у), и наоборот. 


С другой стороны, детерминант Д„(%) ядра &(®) (х, у) равен (1-2)” 


[6 570, формула (.6)], тогда как резольвента имеет с" своим полюсом порядка 
р (5 560). Так что в данном случае мы имеем т — р, и, следовательно, г==1. 
п-е повторное ядро канонического ядра само содержит только одно канониче- 
ское ядро, и фундаментальная функция для обоих ядер одна и та же. Приняв 
это во внимание, допустим, что с есть полюс резольвепты ядра К (х, 3). Если не 
существует другого полюса с, такого, что ры = сп, то главное ядро ядра К(®) (х, у}, 
соответствующее полюсу с”, совпадает с п-м повторением главного ядра из 
К(х, у), соответствующего полюсу с, и фундаментальные функнии для обоих 
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ядер совпадают. Наоборот, положим, что резольвента ядра К\®)(х, у) имеет 
несколько полюсов, например два, таких, что с1==сп. Тогда главное ядро, соответ- 


ствующее полюсу с” ядра Ки (х, у), равно сумме л-х повторений главных ядер 
ядра К (х, у} относительно обоих полюсов с и с. Фунламентальные функции 
ядра К") (х, у), соответствующие полюсу сп, представляют линейные комбинации 
фупдауентальных функций ядра К (х, у) относительно полюсов сис, (см.$ 575). 


580. Главные функции. Пусть $1, 9.,..., 9„ будет группа т раз- 
личных главных функций главного ядра А(х, у), относящихся к по- 
люсу с. Если положить Н(х, у) =К(х, у) —А(х, у), то два ядра 
® (х, У) и Н(х, У) ортогональны, для чего необходимо, чтобы было 


Н(х, $) $, ($) 45 =0, 


и, следовательно, #2 функций $,, 9.,..., Фи удовлетворяют т соот- 
иошеииям: 


\К(х, $) 9 (5) 45 = а, (х) =... Кате их), (76) 


а 


причем характеристический определитель этой подстановки равеи 
(1 — 25)". Наоборот, если существует т линейно независимых функ- 
ций $. (Х),..., 9„(х) удовлетворяющих т соотношениям вида (76) 
с характеристическим определителем подстановки, равным (1 — сз)", 
то с есть полюс резольвенты, а функции $}, 9.,..., Ф„ составляют 
часть главных функций относительно этого полюса. 

В самом деле, если мы приведем определенную формулами (76) ли- 
нейную подстановку к каноническому виду, то мы можем заменить 7 
функций 9,(х) через т различных линейных комбинаций, которые 
можно разбить на несколько групп так, чтобы р функций одной группы 
удовлетворяли соотношениям: 

ь 


с\К(х, 5) Ф, (5) 45 =Ф, (х), 


(77) 


ооо фо 


Первое из этих соотношений показывает, что с есть полюс резоль- 
венты, а Ф, (х) — фундаментальная функция. Пусть к (х, У) будет глав- 
ное ядро, соответствующее ядру Н(х, у) =К(х, у) — Е(х, у). Так как 
ядра №(х, У) и Н(х, у) ортогональны, то Ф, (х} как фундаментальная 
функция для Ё(х, у) ортогональна к ядру Н(х, у). То же можно ска- 
зать и о функцин Ф, (х); действительно, второе из соотношений (77) 
можно записать в виде: 


Ф, (5) -- $, (5) = с (5, д (5 8] $, (0 46 


.`— <> 
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умножая его на Н(х, $) и интегрируя, мы находим: 


Ь |.) 
ух 5) Ф, (5) @ —=е\\Н(х, 5$) Н(5, #)Ф, (8 4 45. (78) 


Так как с не есть характеристическое число для ядра Н\(х, у), то 


уравнение 
ь 


и 


с) (х, 5) $ (5) 45 =Ф (х) 


а 


имеет единственное решение ф (х) =0, откуда следует, что левая часть 
соотношения (78) равна нулю. Точно так же шаг за шагом мы дока- 
жем, что функцин Ф;,..., Ф, ортогональны к ядру Н(х, у), и, сле- 
довательно, в соотиошеннях (77) можно заменить К’\(х, $) через Ё (х, $), 
что и доказывает, что функции Ф,, Ф.,... выражаются через главные 
функции ядра А (х, у). 

Пусть вообще $, $»,..., ®„ суть т функций, удовлетворяющих 
соотношениям (76), где коэфициенты &,, — некоторые постоянные, опре- 
делитель из которых отличен от нуля. Приведя линейную подстановку, 
определяемую этими формулами, к каноннческому виду, мы получим т 
линейно независимых комбинаций, которые можно разбить на несколько 
групп так, что функции одной группы удовлетворяют соотношениям 
{77}, причем число с не обязательно одно и то же для всех групп. 
Все функции ф,(х) представляют, таким образом, линейные комбинации 
главных функций ядра, относящихся к некоторым из полюсов резоль- 
венты. Для краткости мы будем говорить, что эти функции суть глав- 
ные функции ядра К(х, у). Заключения, сделанные выше ($ 575) отно- 
сительно фундаментальных функций, распространяются на главные 
функции, т. е. имеет место следующее предложение: все главные функ- 
ции ядра К(х, у) ортогональны ко всякому ядру, ортогональному 
первому. 

Пусть А, (х, у} и А, (х, у) будут два главных ядра, соответствующие 
двум полюсам с; и с, резольвенты; пусть будут, далее, (9., $,..., 9) 
и ($, $„,...,ф„) две главные союзные группы ядра А;, и (5, Ф.,..., Ф,) 
и ($, ф»..., $.) — две главные союзные группы ядра А‚. Так как 


ядра Е; (х, у) и А. (х, у) ортогональны ($ 576), то любые две функции 
Ч и ф» как и 9, и Ф,, ортогональны. В частности, всякая фундамен- 


тальная функция © (х), соответствующая характеристическому зна- 
чению с), ортогональна всякому фундаментальному решению союзного 
уравнения, соответствующему другому характеристическому значе- 
нию с,, отличному от первого. Это можно непосредственно установнть 


с помощью двух уравнений: 
р ь 


ф (х) = с; \К(х, 5$) $ (5) 45, ф (х) =, \ К (5, х}% (5) 45, 


7 
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из которых следует, что 


К(х, $) 0 ($) $ (х) ах а; = 


я 


К (5, х) 5 (х)5 (5) азах. 


Так как в последнем двойном интеграле можно помеиять местами 
буквы х и $5, то это равенство может нметь место при различных зна- 
чениях с) и с, только в том случае, если этот интеграл равен нулю, 
откуда и вытекает ортогональность. 

Главное ядро само может быть разложено на иесколько канониче- 
ских ядер, попарно ортогональных, так что из каждого ядра К (х, у) 
можно получить последовательность каноннческих попарно ортогональ- 


ных ядер: 
гл (х, У), А (х, У), ...; Е, (х, У) ....ь (79) 


так что каждая фундаментальная функция ядра К(х, у) принадлежит 
одному и только одному каноннческому ядру. Если резольвента имеет 
только конечное число полюсов, то сама последовательность (79) огра- 
ничена. Если чнсло полюсов резольвенты бесконечно, последовательность 
(79) не ограничена. Выше ($5 579) мы видели, как из двух групп глав- 
ных функций ядра к;(х, у) можно получить биортогональную систему, 
если взять вычет относительно соответствующего полюса с. 

Совокупность биортогональных систем, полученных из всех канони- 
ческих ядер, составляет биортогональную систему: 


9, Ф.,...,› Фу +ь 
80 
ф., ф„, ...у ф„, за , ( ) 


которая будет ограничена или не ограничена в зависимости от того, 
имеет лн резольвента конечное или бесконечное число полюсов. Каж- 
дый из интегралов ($,:Ф;} отличен от нуля, так что система (80) может 
быть преобразована в нормальную систему. При этом может случиться, 
что одна и та же функция ф участвует в обеих последовательностях, 
как мы это увидим при изучении симметрических ядер. 

Итак, из всякого ядра К(х, у) можно получить биортогональную и 
нормальную систему, состоящую из совокупности главных фуикций ядра 
и только из этих функций. 

Если полюс с—мнимый, то и сами главные функции мнимы, и со- 
пряженному полюсу соответствуют главные функции, сопряженные пер- 
вым, если ядро К(х, у) действнтельно. 

Определение главного ядра, соответствующего данному полюсу ре- 
зольвенгы, требует только разложения в ряд. В самом деле, резоль- 
вента представляет частное от деления двух целых функций от ); 
поэтому если известен корень знаменателя } == порядка т, то произ- 
ведение резольвенты на (} — с)" уже не имеет полюса при \==с. 
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Располагая числитель и знаменатель по степеням \—с, мы можем простым 
алгебраическим делением выделить главную часть в области полюса 
А—= с, а следовательно и главное ядро. Если этот полюс первого по- 
рядка, то главные функции совпадают с. фундамеитальными, и доста- 
точно будет в вычете вместо у или х подставлять постоянные значения, 
чтобы получить все фуидаментальные функцни обоих союзных’ уравне- 
ний. В случае полюса более высокого порядка требуются несколько бо- 
лее сложные выкладки *. 


В случае непрерывного ядра К (х, у) главное ядро, соответствующее какому- 
нибудь полюсу, как это ясно из самого способа получения этого ядра, также 
непрерывно; сами главные функции будут непрерывиыми функциями переменных 
х и у соотве. ственно в интервале (а, 5). То же можно сказать и о разрывном 
ядре, е‘ли получаемые из него повторные ядра непрерывны, начиная с некото- 
рого порядка **. 

Пусть, в самом деле, с есть полюс резольвенты. Выберем целое число п 
так, чтобы К(®) (х, у) было непрерывно, и чтобы не существовало никакого дру- 
гого полюса с, удовлетворяющего условию с -=с”. Мы видели, что главные 
функции ядра К(х, у), относящиеся к полюсу с, выражаются с помощью глав- 
ных функций ядра К (® (х, у), соответствующих полюсу сп. Следовательно, оии 
непрерывны. 

Этот результат легко объясиить. Предположим, что все повториые ядра, на- 
чиная с К (® (х, у), непрерывны. Тогда в разложении резольвенты коэфициенты 
при различных степенях \, начиная с 7-го, непрерывны. Ясно, что если ‹ тбро- 
сить п первых членов этого ряда, то полученная мероиорфная функция будет 
иметь те же полюсы с теми же главными частями, что и резольвента. Если умно- 
жить это новое разложение в ряд на целую функцию от А с постоянными коэфи- 
циентами, то получится снова целая функция от ^, коэф 'пиенты которой будут 
непрерывиыми функциями от х и у. Отсюла мы заключаем, как и раньше, что 
коэфициенты главиой части в области полюса непрерывны. Хотя разрешающее 
яаро может иметь точки разрыва, но они оказывают влияние только иа первые 
коэфициенты разложения Г(х, у; Х) по степеням \. 


* См., например, мой мемуар в Ална!е; 4е Тошоизе, стр. 79 и след. В слу- 
чае ограничениого ядра, как мы вилели, фундаментальные функции выражаются 
через миноры Фредгольма. В своей работе (/оигпай 4е Майеётайчиез, 1913) 
Плятриэ (Р]апег) дополнил этот результат. 

** Заключение это не распространяется на такие ядра, из которых никаким 
конечным числом повторений нельзя получить непрерывного ядра. Рассмотрим, 


например, ядро К(х, у) = = и положим а—=0, 8—1. Резольвеита имеет 
‹динственный полюс 1, и существует единственная фундаментальная функция 


1 
——, которая разрывна в точке х = 0. Рассмотрим теперь ядро К (сх, у), опре- 
Их 


1 1 
деленное условиями: К (х, у) =0 при Ох и К(х, у) =1 при 5 =х <1, 
причем ‹пять а=0, $—=1. л-е повторное ядро К”) (х, у) при х< у равно 


нулю, а при ху равно ртато Разрешающее ядро Г(х, у; Х) равно нулю при 


2 
< : и равно 5 —} для =. Одноролное уравнение 
ь 


2\К(х, 5) 9 (5) 45 = Ф(х) 


в 
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581. Теоремы Фредгольма. Теорема Фредгольма ($ 568) о фундамен- 
тальных функциях, соответствующих полюсу резольвенты, вытекает не- 
посредственно из приведениых соображений. Точно так же можно легко 
доказать теорему об общем уравнении второго рода для случая, когда 
значение параметра служит полюсом резольвенты. 

В $569 было доказано, что уравнение допускает решения только 
в том случае, если функция /(х) ортогональна ко всем фундаменталь- 
иым функциям союзиого уравнения, соответствующим полюсу с, и лдо- 
казательство остается в силе в случае неограниченного ядра. Эти усло- 
вия оказываются и достаточными. 

Пусть, в самом деле, Ё(х, У) есть главное ядро, относящееся к по- 
люсу с; это главное ядро есть сумма некоторого числа канонических 
ядер А, (х,у),..-,А,(х, У) и ядра А, (х, У}, ..., А, (х, У), К (х, у) —№(х, у) 
попарно ортогональны. Согласно общему свойству ($5 574) решение 


имеет разрывное решение 
_ 1 1 
$ (х) =0 (х <5), $ (®) = 1 при Хх. 


Положим, вообще, что мы изменили значение ядра К\(х, у) влоль конечного 
числа линий; это равносильно прибавлению к ядру К {х, у} ядра К, (х, у), кото- 
рое равно иулю всюду, кроме конечного числа линий. Если К: (х, у) имеет ли- 
нии разрыва только первого вида, то в решении интегрального уравнения ни- 
чего не меняется, ибо повторение яёра суммы К’ -+ К; совпадают с повторными 
ядрами ядра К (х, у). Нетрудно также видеть, что значение илеграла 


|, 
\ кс, 5) $ (5) 4 


ие. меняется от замены К на К-- К.. Дело будет обстоять несколько иначе, если 
к ядру К (х. у) прибавить ядро А’ (х. у), которое равно нулю всюду, кроме ко- 
нечного числа прямых, параллельных осям коордииат. Положим, например, что 
Ки (х, у) =0 при х5-хь К! (хь у) =5 (у). 
Пусть $ (л) будет решением уравнения: 
ь 


в =А\ К(%, 3) 9 (5) 43 + Г(а); 
решение нового уравнения: 
Ь 
Ф (х) = \ [К (х, $) + К, (х, 5)] Ф ($ 4$ + #(х) 


а 


получится, если положить Ф (х) =$(х) при Х-Ёх, и Ф (2) =3%(ж%) + С, где 
постоянное С опредезяется уравнением 


ь 
С=\ \ К, (> $) $ (5) 4$. 


в 


Рассуждения остаются в силе, если }(х) равна нулю: характеристические 
значения для обонх ядер совпадают, а фундамеитальные функции отличаются 
только для Х= 4. 
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уравнения (1), где \ ==, будет известно, если известны решения каж- 
дого из уравнений: 


9х) = [К (5) — № (% у) (8) 4 + 19), 


< 


п (<) = с 


5 


Е, (х, 5) п (5) 4-Е 7(х) (=1,2,..., ). 


Первое из них имеет единственное решение, когорое дается общей фор- 
мулой Фредгольма, ибо с не есть характеристическое значение для ядра 
К (х, у) —Е(х, у). Заменим теперь во втором уравненни каноническое 
ядро А, (х, 5) суммо!. 

$1 (х) $, (5)... -Е 9, (%) $, (5, 


оно прнмет вид: 
ь 
пас \ [6 (х) $. (5) +... 4, (9) $, б)]т (5) 4$ -- /(%). 


Ясно, что всякое решение имеет вид: 

Да-а +... НС, (х); 
заменяя т (х) этим выражением и принимая во внимание значение инте- 
гралов ($/,), мы получим соотношенне: 


С СФ... - Ср, = Ся -Е С, (Е) +... + 
со) + (ФЛ... р» (9), 
для определения козфициентов С, С,,..., С. Так как по предполо- 
жению (ФЛ) =0, то это соотношение обращается в 


Су | Са Е... + СФ, + 441 (Х) (ФЛ)... 4-1 (х) (ф‚:/)=0; 


отсюда коэфициенты С,, С.,..., С определяются, в то время как зна- 
чение С, остается произвольным. Таким образом интегральное уравне- 
ние (1) в этом случае допускает бесчисленное множество решений, и 
ясно, что каждое из них может быть получено из одного какого-нибудь 
прнбавлением к нему любой фундаментальной функции, соответствующей 
характеристнческому значению с. 

Примечание. Решение уравнения Фредгольма в этом особом случае не 
может быть получено переходом к пределу из пригодной в общем случае фор- 
мулы (11). Пусть с есть полюс резольвенты; положим для простоты, что соотьет- 
ствующее главное ядро состоит из единственного канонического ядра $4(х) Я (У) + 
-{ $2 (<) $ (у). Функция от \, изображаемая формулой (11), имеет в точке с по- 
люс второго порядка, и главная часть ее равна 


Г.) 5 
-: НОНО НьОы О +2 т:| ен (2) $ (9) 6) 45. 
г 5 


Точка \= с является полю‘ом второго порядка, если Х (<) не ортогональна 
функции $. (х). Если это услев"е имеет место, то зочка с будет полюсом только 
первого порядка, если только }(х) не ортогональна к ф,, и, однако, в этом случае 
уравиение Фрелгольма всегла имеет бесчисленное множество решений. 
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532. Нахождение характеристических значений. Отыскание полюсов 
резольвенты представляет частный случай общей задачи нахождения по- 
люсов мероморфной функции, если известны коэфициенты ее разложе- 
ння в ряд Тейлора в областн точки, где она правильна. Эта затача 
теоретически решена в известном мемуаре Адамара („/оигла! 4г Ма- 
ФретаНдиез“, 1892). Мы ограничимся только несколькими замечаниями 
очень элементарного характера, которых нам для последующего будет 
достаточно. 

1. Пусть 10) будет рациональная функция от \, обращаюшаяся 
в нуль прн » бесконечном и имеющая единственный полюс \, 520 по- 
рядка р. Еслн разложить эту функцию в ряд по степеням \, то коэфн- 
циент при \" будет иметь вид: 


"Е (п), 


где Р(п) — целый многочлен (р — 1)-й степени отвосительно п. Обратно, 
всякое разложение в ряд этого рода представляет рациональную функ- 
цию от \, имеющую № полюсом р-го порядка, иЗ5о всякий многочлен 
Р(п) степенн р— 1 представляет линейную комбинацню биномиальных 


коэфициентов 
1 2 Ёр—1 
СС а» + Са. 
2. Пусть \, ^,,...,Х, будут полюсами, имеющимн наименьший 
модуль некоторой мероморфной функции Р(\), заданной в окрестнослн 
начала своим тейлоровским разложением: 


Е) =А--АД+... ТА... 


Согласно первому замечанню коэфнциент А, имеег вид: 
А, =" [Р, (п) | в,] + № "Р, (п) +... Е "Р,(п), 


гле Р. , Р,, . Р, суть многочлены относнтельно п, степень которых 
равна порядку соответствующего полюса, уменьшенному на единнцу, а 
=, при неограниченном возрастании л стремнтся к нулю. 

Из этого внда коэфнциентов А„, очевндно, выгекают следующие 
свойства, которые мы приводим без доказательств. 

1. Для того чтобы произведенне с”А„ при неограниченном возра- 
стании п стремилось к пределу [ отлнчному от нуля, необходимо 
н достаточно, чтобы 6 было простым полюсом функции Е()), и 
чтобы не существовало ннкакого другого полюса, модуль которого 
был бы меньше или равен |с|]; предел / равен частному от делення 
вычета на — с. 

А 

П. Для того чтобы отношение д "_ при неограниченном возраста- 
нии л имело предел, отличный от нуля, необходимо и достаточно, чтобы 
среди полюсов минимального модуля существовал один, порядок кото- 
рого был бы выше порядка всех других полюсов того же модуля; пре- 
дел равен числу, обратному этому полюсу. 
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Приняв это во внимание, положим, что К(х, у) — ограниченное ядро, 
Имеем (5 566)` 


20) _ в 
—ти-А АА... НА... (81) 


где А,, А,,..., А, суть последовательные следы ядра*. Если ряд (81) 
расходится при \=\, то можно утверждать, что резольвента имеет 
по крайней мере один полюс, модуль которого меньше или по крайней 
мере равен |\№|. Если все полюсы мероморфной функцин (81) простые, 


то для того чтобы отношение ?- имело предел, необходимо и доста- 
п- 
точно, чтобы существовал единственный полюс минимального модуля, 
и тогда этот полюс есть велнчина обратная пределу. 
Отсюда мы получаем метод, по крайней мере теоретический, для 
нахождения полюсов в случае, если эти полюсы все имеют разные мо- 
дули. Пусть м, },... будут этн полюсы, расположенные в порядке 


А 
возрастающих модулей. Отыскивая предел у "_ при неограниченном воз- 
п-1 


растанни п, мы найдем сперва \\, а соответствующий вычет 1, найдется 
при отысканин предела )” А". Чтобы получить аффикс второго полюса, 


можно поступить точно так же с рядом, который получится, если вы- 


т 
делнть из ряда (81) разложение $ >. и так далее. 
м 


Еслн, кроме того, все полюсы резольвенты— первого порядка, то чтобы 
получнть соответствующне главные ядра, а следовательно, фундамен- 
тальные функции, достаточно вычислить вычеты функции Г(х, у; *). 
Чтобы получить вычет относительно первого полюса \), достаточно 
найти предел пронзведения \№-1А(") (х, у}, ибо К“) (х, у) является 
коэфицнентом при при 2-1 в разложении Г (х, у; \) по степеням ). По- 
лучив главное ядро А, (х, у), можно для получения главного ядра 
Е, (х, У), соответствующего полюсу },, прнменить тот же метод к раз- 
ложенню разности 


Г(х у) — А, (х, У); _ у 
] 


и так далее. 
Можно также находить фундамеитальные функции последовательными 


итерациями. Пусть 
и (х; И —4 (Нм, (ху... -Н и, (х) Н..., ) 


и, К( (х, 5) 4 (5) 45, 


(82) 


——— 


а 


* Для неограниченного ядра, но такого, у которого все повторные ядра, на- 
чиная с К(”)(х, у}, ограничены, можно сохранить ряд (81) при условии, если 
отбросить п — {1 первых его членов (см. $ 570). 
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будет разложение по степеням Х решения уравнения (1), в котором Х(х) 
заменено на 4 (х). Функция и (х, ®), рассматриваемая как функция от}, 
есть мероморфная функцня, которая может иметь своими полюсами 
только полюсы револьвенты. В области полюса \, главная часть резоль- 


венты равна 
5 


т (х, $; №) що (5) 45, 


а 


где 1,(х, у;\) есть разрешающее ядро главного ядра А, (х, у) относи- 
тельно полюса \,. Эта главная часть исчезает, если функция #5 (х) орто- 
гональна справа к ядру #,(х, у), так что функция #(х;\) не имеет 
обязательно своими полюсами все полюсы резольвенты. Еслн, напри- 
мер, № (х) есть фундаментальная функция, соответствующая характери- 
стическому значению с, то функция и(х;)) обращается в рациональную 


функцию 4 4х) параметра ). Если бы функцня и, (х) была орто- 


с 
е—\ 
гональна ко всем главным ядрам, то и(х, \) была бы целой функцией 
от \. Оставляя в стороне этот исключительный случай, положны, что 
№, ..., \„— полюсы с иаименьшим модулем, такие, что функция 
1 (Хх) не ортогональна соответствующим главным ядрам; и(х;\) есть 
мероморфная функция, для которой полюсами минимального модуля 
являются )., ),, ..., ^,, и коэфнциент и„(х) имеет вид: 


и (х) =” {Р: (п, х) + =} + "Р, (п, х)--...-Е”Р, (п, х), 


причем =, при неограннченном возрастании п стремится к нулю, а 
Р,(п, х) — многочлен относительно и, определяемый соотношением: 


+ оо „ 5 
У (5) Ра(и, х= [их $; №) о (5) 45, 


п=0 ' 

где 1, (х, У; \) — уже выше определенная функция. Для того чтобы су- 
ществовало число с такое, что произвеление с’и„(х) прн неограничен- 
ном возрастанни л стремится к пределу ((х), отличному от нуля, не- 
обходимо согласно замечанию, сделанному вначале, чтобы с было про- 
стым полюсом функции #(х;)) и чтобы не было никакого другого 
полюса, модуль которого был бы меньше или равен |с|. Поэтому не- 
обходимо, чтобы было г=1, \\ ==с, и, кроме того, чтобы Р) (п, х) не 
зависел от п. Обращаясь теперь к выражению кавонического ядра (5 579), 
легко видеть, что выражение 


ЖА Ки(х, 5) о (5) 45 


не зависит от п; оно равно фундаментальной функцни относительно 
полюса \,. 
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Поэтому можно высказазь следующее предложение: 

Если произзедение спи’(х) при неограниченном возрастании п 
стремится к пределу И(х), отличному от нуля, то с есть полюс 
резольвенты, и И(х) — фундаментальная функция, соответствукщая 
этому полюсу. 

Выбрав произвольно функцию 4(х), можно таким способом полу- 
чить все фундаментальные функции, соответствующие этому полюсу с, 
но из самого доказательства следует, что, если произведение сйи, (х) 
стремится к пределу и(х), отличному от нуля (если только исходная 
функция и, (х) не выбрана специальным образом), то с есть полюс пер- 
вого порядка резольвенты, которая не имеет никакого другого полюса, 
равного или меньшего по модулю |с|. 

583. Метод Шварца. К изложенному можно применить изящный ме- 
тод для некоторых важных частных случаев, о которых будет речь 
впереди, изложенный Шварцем, когда еще не существовало общей теории. 
Умножая обе части формулы (82) на ограии‘енную Функцню А (х) в 
интегрируя почленно, мы найдем, что 


Г 


шума ах=в ВА... Ва ..., (83) 


а 


если положить 


ь 
В =\ А (х) и, (х) ах. 


Левая часть этого соотношения опять представляет мероморфную функ- 
цию параметра ), полюсы которой находятся среди полюсов функции 
и (х;\), а, следовательно, и полюсов резольвенты. Если поэтому при 


соответствующем выборе функций 1 (х) и А(х) отношение 5. - стре- 
—1 
мится к пределу /, отлнчному от нуля, то можно утверждать, что обрат- 
1 
ная величина с==-_ есть полюс резольвенты; больше того, еслн про- 
изведение с“и,(х} стремится к пределу И(х), отличному от нуля, то 
О (х) представляет фундаментальную функцию, соответствующую этому 
полюсу. 
В частности, если можно выбрать функции &, (х) и А(х) так, чтобы 
постоянные В„ были положнтельны и удовлетворяли условию: 
2 
В» = Ви Вил , 


а 


то отношение возрастает с возрастанием п. Это отношение ие мо- 


п-1 
жет расти неограниченно, так как в этом случае ряд (83) был бы рас- 


ходящимся для всех значений, кроме \==0. Следовательно, это отно- 
шенне стремится к пределу, а число, обратное этому пределу, является 
полюсом резольвенты. 
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584. Род функции Д ()). Напомним сначала понятие рода целой функции 
С 0). Пусть №, №,....М... будут нули этой функции, расположениые в таком 
порядке, что их модули не убывают и каждый нуль входит столько раз, какова 


| 
степень его кратности. Если существуют числа в такие, что ряд › (-.) схо- 
$ 


дится, то обозначим через #1 наименьшее целое число, удовлетворяющ-е 
этому условию. Мы видели (т. П, $ 315), как можно построить целую функцию, 
имеющую те же нули, что и С ()), и той же степени кратности; при этом, если 
С (0) 520, то @ 0) имеет вид: 
д, К 
+29 +—5+.-..+ — 
№; 


А) м 22 
— е20) —— ! 
600) = 220) [ ] (1 „) е , 84) 
1=1 
где #(%) есть целая функция от \. Если эта функция 2()) есть многочлен степе- 


ии г, то наибольшее из двух чисел А и г называется родом целой функции С ()). 
Его обозначают буквой р. Заметим, что для определения рода функции недо- 


1 . 
статочно ее представить в виде (84). Если, например, ряд У |-| сходящийся, 
1 


то имеем тождественно: 


+20 ) ` со и 

Ш ^\ 2, 
п (1-х) = ‘п (1-5)=^. 
1=1 4ЕТ | 


Судя по виду правой части, можно было бы думать, что род функции равен 
единице, а между тем эта функция нулевого рода. Чтобы представить функ- 


цию С(\) в характеристической форме (84), следовательно, недостаточно выбрать 
1 А+а 


в качестве числа &--1 наименьшее целое число такое, чтобы ряд › 


1. 
сходился. Если ие существует такого числа в, при котором ряд У | схо- 


дится, или если #()) не есть многочлен, то говорят, что функцня С (1) беско- 
нечного рода. 

Род целой функции связан с порядком величины коэфициента а, при \п 
в функции #0) очень важными неравенствами, установленными Пуанкаре и Ада- 


п —— 
маром: если произведение па у |“пЁ при неограниченном возрастании п стре- 
1 
мится к нулю, то род функции С (А) не больше . Мы видели ($565), что 
модуль коэфициента а, функции ДО (\) относительно ограниченного ядра меньше, 
п 
и М"т? (р — а)" 


п! 
ключить, заменяя п! его приближенным значением, (т. 1, $ 117), что произведе- 


че ‚ если предположить | А | < М. Отсюда без труда можно за- 
п 
ние лс У 1,1 стремится к нулю, если а меньше =>, и, следовательно, род функ- 
41и 20) не больше двух. Опираясь только на общую теорию разрешающих 
. 2 
ядер, Шур (5сПиг) (упражнение 3 следующей главы) показал, что ряд У (;) 
1 


сходится для случая ограниченного ядра. Отсюда следует, что так как род функ- 
ции 0) ()) не больще двух, то она имеет вид: 


„оо ) х 
20) =е9+9» [] (1-х) ем. (85) 


{=1 
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Карлеман (СаЙетап) показал *, что для любого непрерывчого ядра род функ- 
ции 1) (А) не больше единицы. Существуют ядра, для которых В()) действи- 
тельно первого рода, например ядро Вольтерра **. у 

Так как род фучкции О\(\) не больше двух, то непосредственно получаем 
из соотношения (36) 6 570: 


2,0)=5 (=) р (=) ...Б (ат), (86) 


что род функции О. (\) не больше единицы, и что функции О. ()), 0% ()),... имеют 
род, равный нулю. Если ШО(А) имеет род, равный нулю или единице, то О; (0), 
Оз ()),... будут нулевого рода. 

Приложения. 15. Пусть К (х, у) симметрическое ядро, т.е. такое, что 
К (х, у)=К(у, х). Из формул, определяющих последовательные повторные япра 
(6 558), ясно, что все эти повторные ядра также симметричны. Последователь- 
ность этих ядер не ограничена, ибо согласно соотношению между К(® (л, у) и 
К”) (х, у) имеем вообще: 


ь 
К”) (х, х) = | (К (®) (х, $) 2 45. 


Если, взяв И достаточно большим, мы припем к ядру К?) (х, у), которое 
тождественно равно нулю, то мы сделаем вывод, что и К@#-4) тоже нуль, и, 
возгращаясь таким образом шаг за шагом, мы найдем, что и само ярро К (х, у) 
должно быть тождественно равно нулю. Если в результате конечного числа ите- 
раций мы прихолим к ограниченному ядру, то после еще двух итераций мы 
придем, следовательно, к симметрическому ядру, отл .чному от нуля, для кото- 
рого 2) будет нулевого рода. Отсюда лэгко доказывается, что симметрическое 
ядро имеет по крайней мере одно особое значение. Действительно, пусть К’(х, у) 
будет симметрическое япро, не имееющее особых значений. После некоторого 
конечного числа повторений мы получим из него другое ограниченное ядро 
К(9)(х, у), также не имеющее особых значений, и для котопого род функции 
О.) будет равен нулю. Мы имели бы, следовательно, О. (\) =1, что невоз- 
можно, ибо тогда было бы: 


ь 
д=\к@ (1, м) ах, =0, 


а 
|. 

Аа= ке (м ’ хз) К) (= , 1) ах ак ==0, 
да 


или, так как ядро симметрично: 
ЬЬ 
\\ {К@ (м, м) зажаж=0, 
аа 


а следовательно, и К«9) (х, у) =0 (6 587). 


* Зиг 1е сепге 4и Чёпопита{еиг ЛД (4) 4е Егедпойт (А’Ё }0г тиетайЕ, а5го- 
пот! осй рум, Ва. 12, п? 15, 1917). 
** В случае, если ядро К (х, у) удовлетворяет условию вида 
ЕК (5) —К(ь, 2) |< Афу— 2], 


где Аи р — два положительных определенных числа, Лалеско, пользуясь заме- 
чапием Фрелгольма, показал, что род 0 ()) равен нулю (Сотре$ Гепаиз, т. 145, 
1907, стр. 906). 


7 в. Гурев, т. Ш, ч. № 
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2°. Пусть К(х,у) будет ограниченное ядро, имеющее только конечное число 

особых значений; так как род функции Д()) не больше двух, то она имеет вид: 
\ з 

г -+ В Р (), 

Ь’(\ 

где Р ()) есть многочлен. Следовательно, ее логарифмическая производная 50 

есть рациональная функция от), целая часть которой равна а-- 2). Обратно, 

# 


если производная УТ есть рациональная функция, то полюсы на конечных рас- 


стояниях должны быть простыми, а вычеты — целыми положительными числами, 
в противном случае функция О) имела бы особые точки на конечном рас- 
стоянии. Если все эти условия выполнены, то уравнение Д(\) =0 имеет только 
конечное число корней. Поэтому, чтобы выразить, что ядро К (х, у) имеет только 
конечное число особых точек, достаточно выразнть, что производная О есть 
рациональная фуикция. Так как целая часть этой функции не выше первой сте- 
пени относительно \, то мы приходим к следующему условию. 

Для того чтобы уравнение Д ()) =0 имело только конечное число корней, 
необходимо и достаточно, чтобы р любых последовательных следов ядра, начи- 
ная с Аз, удовлетворяли рекуррентному соотношению с постоянными коэфи- 
циентами (р есть некоторое неопределенное целое число) *. 

В частности, для того чтобы это уравнение не имело никаких особых точек, 
необходимо и достаточно, чтобы все следы, начиная с Аз, были нулями. 

585. Разложеиие разрешающего ядра. Первая теорема Фредгольма дает раз- 
решающее ядро в форме частного целых функций. Но всякая мероморфная 
функция может быть выражена, и притом бесконечным множеством способов, 
как сумма иекоторого ряда, каждый член которого представляет рациональную 
функцию, имеющую на конечном расстоянии только один полюс (т. П, 5 34.). 
Устаиовленные нами свойства дают возможность в некоторых случаях получить 
для резольвенты разложения этого рода. 

Пусть К (х, у) — ограниченное ядро. Положим, что полюсы резольвенты рас- 
положены в порядке возрастания модулей **, и пусть #; (х, у) — главное ядро, 
соответствующее полюсу \,. 


© 


Если ряд [Н(х, у) = У Е; (х, У) равномерно сходится, то можно написать, что 
>] 
1 -- оо 
К у=У в (У) + НУ), (87) 


1=1 


причем два ядра Ё(х, у) и Н,(х,у) ортогоиальны. В самом деле, например, 
ядро А, (х, у) ортогонально разности К (х, у) — № (х, У) и каждому из ядер 
®; (х, у) (> 1}; оно поэтому ортогонально к их сумме, равной Н\(х, у) — Е (х, у, 
а следовательно, и к разности 


К (му) — Н(х у) =Н, (ху). 


Обратио, если Н, (х, у) ортогонально к каждому из ядер А, (х, у), № (х, у), ..., 
то оно ортогонально к Н(х, у). Отсюда следует, что ядро НП, (х, у) не имеет 
ни одного особого значения, а следовательно, его резольвента есть многочлен 
или целая функция от Х; обозначим ее через Е (х, у; }). Так как ряд. изобра- 
жающий ядро Н\(х,у), равномерно сходится, то, как мы видели выше (6 572), 
резольвента этого ядра может быть получена как сумма резольвент 17; (х, у; ^) 


* Лалеско, Сотрёез Юеп4из, декабрь 1907. 


** Можно предположить, что в этой последовательности каждый полюс взят 
либо один раз, либо столько раз, каков порядок этого полюса. В этом послед- 
нем случае #; (х, у) есть каноническое ядро, 
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ядер А; (х, у). Резольвента Г(х, у; ^) данного ядра К (х,») представится, следо. 
вательно, разложением: 


+- со 
Г(х, 1) = Уи + Е 65; ), (88) 
1=1 
которое можно также написать в виде: 
+ < 
Гу) = У РОГ (жу НЕЕ (у, (89) 


11 


где Р: [Г (х, у; | представляет главную часть резольвенты Г в области полюса \.. 
Если заменить Е(х,‚ у; Х) суммой целых мно очленов от Х, то ясно, что можно 
будет преобразовать ряд (89) в ряд, члены которого рациональны, и каждый из 
которых имеет на конечном расстоянии только один полюс, и это преобразо- 
вание можно выполнить бесчисленным множеством способов (П, $ 319). 

В случае произвольного ограниченного ядра К (х, у) нельзя утверждать в>- 
обще, что ряд главных ядер равномерно сходится, и, следовательно, что резоль- 
вента может быть представлена в форме (88). Но не трудно построить любое ко- 
личество примеров этого рода. Рассмотрим, например, два ортогональных ядра: 


+ +>® 


Н(ку) = У ар (х) эт (у), Н. (ху) = У 6 со (1%) со (1 + ПУ 
1=1 1=1 


где ряды У|1 а и У16,| сходятся, пределы а и ф равны 0 и 2%, и рассмотрим 
сумму этих ядер: К = Н+ Нь. Разрешающее ядро для Н(х,у) равно: 
+ < 
а эт (1%) зп (у) 
} — пад у 


#=1 


Что касается ядрт М! (х, у), то разрешающее ядро представляет целую функ- 
цию от *». Действительно, если взять сначала конечное число членов ряда 
Н, (х, у), то можно доказать ($ 571), что соответствующая функция О, ()) равна 
единице, ибо все члены, расположенные под главной диагональю в определи- 
теле (44), равны нулю, а члены главной диагонали равны единице. Следовательно, 
и для ядра Н, (х., у) имеем также ДО ()) =1. Заметим еще, что если Н, содер- 
жит только конечное число членов, то резольвента Ё(х, у; Х) ядра Н, (х,у) есть 
многочлен. 

Рассмотрим еще произвольную биортогональную систему, составленную из 
двух последовательностей функций $; и Ф‚, таких, что $4;) =0 для 152]. С ио- 
мощью этих двух последовательностей функций составим равномерно сходя- 
щийся ряд: - оо 

К (ху) = Уха (0, 


=] 


где а, — постоянные. Члены этого ряда можно разбить на лве категории в зави- 
симости от того, будет ли интеграл ($/4;) отличен от нуля или равен нулю. 
Введя для этих двух групп членов различные обозначеиия, мы запишем преды- 
дущее ядро в Виде: 


22 ко, ’ } 
к у=У ни - У, 
1 


1=1 1= 
прьчем 


1 } у 
=а, Ио 
7* 


100 ГЛАВА ХХХ!. УРАВНЕНИЕ ФРЕДГОЛЬМА $ 585 


Разрешающее ядро имеет вид: 


+ со + © 
‚ (%)$ (5) я Аа 
Ги И 009 ( 5, 
» ‘а » 


и целая часть ядра представляет член, не зависящий от 1, 
' 
Примечание. В последнем примере функции Фу и $ удовлетворяют усло- 
ВИЯМ: 


|.) ь 
\кезуюа=о (Кв = 


Пусть вообще К(х, у) будет ядро, которое может быть представлено в ви- 
де (87), и такое, что резольвента, соответствующая ядру Н, (х, у), есть много- 
член относитель о \, который может состоять ‘из одно:о первого члена. Если 
эта р-зольвента является многочлеиом (п —1)-й степени отиосительно >», то, 
в силу функционального уравнения для разрешающих ядер ($ 559), будем иметь 
тождество; 


Н® (у) +... 1 (д, у) = 
ь 
= и (Ну... ЕН, 6, У) 45, 
а 
откуда, приравнизвая нулю коэфициент при )", имеем: 
| Н, (х $) Н® (5, у) 45==0. 
а 


Это отношение можно было бы также получить непосредственно, если выра- 


зить, что нии равно нулю. Отсюда следует, что всякая функция $(х) вида 
Г. 


н® (х, У) представляет решение уравнения {н (х, 5) $ (5) 95 =0. Так как два 
а 


ядра Н(х, у) и Н®) (х, У) ортогональны, то функция з(х) также представляет 
решение уравнеиия: 


Г, 
| К (*, 5) 2 (9) 45 =0, (90) 


которое может быть рассматриваемо как предельный случай однородного урав- 
нения: 


$ (5%) = \ К(», $) 9 ($) 45, 


= 


предполагая, что особое значение с равно бесконечности. Если п > 1, то функции 
п—1 —2 
т ›(х, у), Ни ›(х, у), ..., 


получаемые, если переменному у дать любое численное значение у, также пред- 
стовляют ан'логи главных функций. Но в то время как полюсу резольвеиты на 
конечном расстоянии соответствует только конечное число фундаментальных 
функций, предылущий пример показывает, что уравнение (9) может иметь бес- 
коиечное множество различных решений. 
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Мы стелали наиболее простое предполож ние отиосительно ядра. Введем 
теперь более общее предположение, что ядро К {2} (х, у), полхченнсе из К (х, у) 
© помощью р—1 последовательных нтераций, удовлегв ряет требуемому усло- 


вию, т. е. что ряд У А; 2) (х, у) равномерно сходится. Согласно только что до- 
казаиному резольвента Г, (х,у;л) ядра К) (х,у) представляется разложением: 


+ ^ 
Гру) = У РО, (т, у; + Е, (5), (91) 
1=1 


где с; есть полюс для Г (х, у; ^), с? — полюс Гр (х, у; ^), а РП (Гр) есть главная 
часль функции Г, в области этого полюса. Что касается функции Ер (х, у; Х), то 
это целая функция от \, которая служит резольвентой для ядра 


+ го 


К) (ху) — У в {Р) (% У). 
1=1 


Мы можем выразить Г с помощью Г,. В самом деле, согласно общей фор 


муле (65) 6 560, имеем: ь 


Г(жу = Н (у; №) №- Тр (х, УР) НМ \ Н (х, 55%) Гр ($, У; №Р) 45, 
а 
если положить 


Н (х,у;\) =К(х,5) + КО (ху) +... - АР-2 КР-9 (х, у). 


Разделив обе части на \Р-! и заменяя Гр (х, у, 2) его выражением из фор- 
мулы (91), получим, что 


+ 

А Н(х.у;% . 

Пи У. [Гр (х, 9; №) Е, (х, 5; 47) + 
1= 


А 


&е —.< 


Не, $ УГРО ру + В, (5. №} 4 


Положим‘ для определенности, что полюсу с? функции Гр (х,у;\)  соответ- 
ствует елинственный полюс с; функции Г (х, у; }). 


', . 


Бесконечная часть функции НЕЕ 


в области точки \=с;, может проис- 
ходить только от 


РГ, (+, 5; +) Н(‹, 5$) РОТ, ($, у; ХР) а, 


5—5 


и, следовательно, эта функция от Х обращается в бесконечность только при 
=, С другой стороны, Р [Г, (х,;%Р)] есть рациональная функция от \, в ко- 
торсй степень знаменателя На р единиц превосходиг степень числителя. 
Так как степень \Н (х, 5; Х) относительно \ равна р— 1, то рассматриваемое вы- 
ражение для бесконечного значения } обращается в нуль. Оно представляет, 
следовательно, главную часть функции ея в области полюса \=ер, и пре- 
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дыдущая формула может быть записана в виде: 


- эо 
Г (х, у; %)_ У › [Туи Н(ху») .. 
р = «Ро ее + Ри Ер (х, у; 2) + 


ь 
+ ^\ Н(х, $; №) Ер (5,5; 12) 45 
[23 


или же 


+ < 
гу = У р [У] НЫ) + 


1=1 
Ь 

НЕР-АЕ, (ж, 5) № | НЕ, ($, 5;2) 4. — (92) 
[23 


Ар-1 
видно, зависит только от главного ядра К (х, у), относящегося к этому полюсу. 
Что касается целой части правой стороны, то она зависит от К, К®,..., Кф-\и 
от Е/ (х, У; »). Если функция Е, равна нулю, то эта целая часть обращается в мно- 
гочлен. В частности, это имеет место в случае симметрического ядра (см. сле- 
дующую главу). 

Заметим еще, что, если разрешающее ядро Г(х,у;\) может быть предста- 
влено в виде (92) для некоторого значения р, то его можно представить в этом 
виде бесчисленным множеством способов, ибо число р можно заменить любым 
целым числом, превосходящим р. 

586. Особые ядра. Не возникает никаких новых ‘трудностей, кроме слож- 
ностн письма, при обобщении свойств разрешающего ядра на уравнение 


Ф(хь ль жи) К(жь- бы) Ф (Зы. В) Ча. Ча Аж Ха), 
(р) 
где знак означает кратный интеграл, распространенный на определенную 


п-мерную область О, в случае, если ядро К ограничено или в`более общем слу- 
чае ядра, из которого можно получить ограниченное ядро путем конечного числа 
итераций ($ 563, 570). 

Но столь простые свойства решений уравнения Фредгольма глубоко меня- 
ются в случае. если ядро К (х,у) обладает существенными особенностями или 
точками неопределенности. Эта глава теорин интегральных уравнений не разра- 
ботана еще до конца, и мы приведем только несколько простых примеров. 
В первом из этих примеров один из пределов равен бесконечности. Но всякое 
интегральное уравнение, например с пределами 0 и со, можно легко привести 
к другому интегральному уравнению, для которого пределами служат 0 и 1. 
Если, в самом деле, в уравнении 


оо 
$ (%) =\ (ко. 3) (5) 43+ 1 (х) 
[ 


Рациональная дробь др-&Р(о | ‚ соответствующая полюсу с;, оче- 


ПОЛОЖИТЬ: 


пе (> = (.—* 
:, Фе) =, (1), в =у (о), 
то это уравиение переходит в уравнение: 
1 


, ` ° 1 , , й 
Фа [к ( г) 64 +Е(х). 
р 


х== 
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Точно так же, если пределы интеграла суть — со и -| со, то, полагая х = х', 
5—1 95, мы приведем этот случай к предыдущему. Обратно, всякое иятеграль- 
ное уравнение, в котором пределами интегрирования служат два конечных числа 
аи, может быть приведено к интегральному уравненню с одним бесконечным 
пределом. 
Интегральное уравнение * 
+ > 
$5 — хп 
ооо [9+7 (93) 
х 


можно рассматривать как уравнение второго рода, в котором верхний предел в 

бесконечен, тогда как нижний предел а представляет произвольное число, мень- 
5—хул 

шее х, а ядро К (х, 5) равно нулю для $ <х и равно би для $ >> х. Пусть а 

будет число действительное н положительное или комплексное с положительною 


действительною частью. С помощью последовательных интегрирований по частям 
нетрудно показать, что 


+ со 
$ — ху —ах 
[е 22845 —е , 
. п! ап+1 
х 


так, что е-°х представляет рещение однородного уравнения: 
+ ео 


$ о | 6" + (5) 45, (94) 
х 


п! 


‚где \ = ап+а. Если мы попрежнему будем называть характеристическим числом 
уравнення (93) всякое такое значение ), при котором однородное уравнение \94) 
имеет решение, отличное от нуля, ТО мы можем сказать, что всякое значение », 
при котором одно из значений т имеет положительную действительную 
часть, является характеристическим числом для уравнения (93). Итак, при 
п`>| всякое действительное или комплексное Число представляет характери- 
слическое число. При п==0 всякое число, действительная часть которого поло- 
жительна, есть характернстическое число. При п==1 всякое число, кроме нуля 
и действительных отрицательных чисел, является характеристич.ским значе- 
нием. 
Точно так же, если действительная часть а положительна, то 


| (+-х) СЕ 1)’ 


так что каждое числое \, для которого уравнение а? -- а =» имеет корень с по- 
ложительною действительною частью, является характеристическим значением для 


уравнения: 
а 


ебу [ (Е -1) 9 +7. (95) 


5 
0 


Для этого необходимо и достаточно, чтобы, если = +1, то точка (т) была 
вне параболы & + 12 = 0, 


* Я дал этот пример в заметке в Сотр/ез Юепйиз (т. 157, 10 ноября 1913г.). 


ый пример этого рода дал Пикар (Аипа(ез ае ГЕсбе Могтще, 1911, стр. 
13}. 
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Мы вилим, таким образом, что с точки зрения характеристических значений 
имеется существеннсе различие межлу привеленнымн примерами и пра! ильным 
уравнением Фредгольма. Это различие не менее велико, когла мы рассматри- 
в:ем решение уравнения (93) как функцию от \ во всей плоскости изменения 
пегеменноо }. Положим, что функция {(х) действительного переменного х удо- 
влетворяет условию | (<) | < Де-№, где Ён {— гва положитель ых числа. При- 
меняя обычный метод последовательных приближений, легко видеть, что урав- 
нение (93) имеет решение %(х,^), которое изображается в виде ряда, целого 
относительно Х и схолящегося в круге С ралиуса м*:. Но аналитическое про- 
должение этой функции может иметь вне круга С произвольно заданные есте- 
ственные разрезы, если п > 1. Действительно, положим, что функция /{ (х) имеет 
вид }(х) = У Ае-%, где действительные части всех чисел а, положительны, 
и два ряда Х| Аз | и У|А,| сходятся. Соответствующее решение уравна- 


ния (93) имеет вид: 


Это решение, рассматриваемое как функция от *, мероморфно во всякой области 
нлоскости, содержащей только конечное число точек ал+4. Но если числа а; 
выбраны так, что на любой произвольно малой частн дуги кривой Г, не прохо- 


дяшей через начало, находится бесчнсленное множество точек а" +1 (прил>1 


это всегда можно сделать бесчисленным множеством способов}, то кривая Г яв- 
ляется естественным разрезом для функции +(х, №) (П, $ 345). Можно заметить 
далее, что в этом примере, как для правильного уравнения Фредгольма, особые 
точки функции 9 (х,^) принадлежат к множеству характеристических значеинй 
интегрального уравнения. 


ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ 
1. Прямое доказательство формулы (10) $ 565. Разложение детерминанта 
К ( хм... я") 
У... Уп 
содержит в качестве первого члена произведение 


КяК(у у"). 


Совокупность остальных членов разложения может быть записана в внде: 


ж. пр. 
У(— ПРК(х, 0 К (хх)... К(хь УК], }. 


! 
А}. Хп-р 


где хьх,....хь обозначают р каких-нибудь из переменных хХь..., х» а 
' г ‚ 
Хр... Хи р- Остальные п— р переменных. 
Следовательно, кратный интеграл от этого произведения равен: 


ьь Ь 
{— ПР КФф+э я (... (к (2 ... тр) ах... Яхт р» 


Ах... Ап-р 
ад а 


и этот член входит п (п- 1)... (п-— р--1) раз в коэфициент при № фуикции 
р (|1) . Давая р значения от | до п, легко получить соотиошение (10). 
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2. Разложение функции 0’(\):2 (А) ($ 566). Запишем коэфициент при п 
в функции ОС) в виде (— 1)2 т’ что равносильно обозначениям: 


5 в 
_—_ ХХ... Х —_ 
и,=| |... | к (из... аж. 4х» Ш==1. 
аа а 


Эти числа И„ выражаются с помощью следов А„ ядра К\(х,у). Действительно 
д. Ха 
может быть записано в виде: 


АХ. ...Ал , 
! # 
Х1Хо... и) 
‚ 


К еь зо К (277) +5 Ш Кь я)... Козак (1 


12... Хп-р 


разложение определителя к ( 


Ц О О 
где хьх), . Хе обозначают риз переменных хьхь..., хра Е и 


остальные. п — р переменных. Из этого разложения получается с помощью нн- 
тегрировання рекуррентное соотиощение: 
Ии= Аи — п— 1) 50 + ®—Пи®—2 АО... 
...Н(С- 12+1(п— 1 (п— 2)... пр! Ар Ц,-+..- 
„...- (— Юр++ (п — И А, 0, 
которое выражает тождество 0’ (\) =—2 () С ()), если положить 
С 0) = А, + А. -+ ... + Ант-1-- ... 
3. Метод Е. Шмидта для. произвольного ядра (Май. Аппеп, т. 64, 
стр. 161). Пусть К (х, у) - ограниченное ядро. Мы допустим, что параметр \ имеет 


определенное значение. Метод Шмидта решения уравнения второго рода (1) со- 
стоит в разбиении ядра К (х,.5) на две части: 


п 
К(х у) = Ки (в, у) + У ар (9) В, 
р=1 
где 2п функций а, (х), р (У) выбраны так, что значение двойного интеграла 
ьь 
И [К; (ху ахау меньше, чем и: это всегда возможно и притом бескоиеч- 


ным числом способов (см. $ 601). Запишем затем уравнение (1) в виде: 
ь 
$ (х) = В (®) + ^\ К; (х, 5) 9 (5) а5, (1) 
полагая ь “ 
ло = + Ут 4 (2) 
ар=1 


Согласно определению функции К; (х.у) ряд, изображающий резольвенту 
Г, (х, УХ ядра К; (х, У), сходится для рассматриваемого значения А (Замечание 
к стр. 31). Таким образом: из уравнения (1) получаем: 


ь 
"= -+»\ Г. (6.8) 04 ®) 
а 
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а яаменяя функцию /{, (х) ее выражением (2), мы получаем соотношение: 
п 


< 


Ь 
вхо) + %\ У. ар 0 Вр 6) 96) 48 + \ Го БоЛО а + 
а 


#.— 


и 
| 
- 


Г, (65) У ар (В (5) 9 (5) 454 
р=1 


+ 


вм 
8 —>® 


которое представляет снова уравнение второго рода, имеющее вид; 


5 п 
= + У. 169996) 49 


р=1 


причем его ядро имеет специальную форму ($ 571). 

Пользуясь этим методом, можно легко показать аналитический характер ре- 
зольвенты, как это сделано мною в статье в ВиЦейп 4е [а Зое таийётайаие, 
т. 37, стр. 197 (1909). 

4. Особое ядро Вейля (\’еу!) (Маш. Аппиеп, т. 66). 

Из элементарных соображеннй следует, — что 


о) 
е-а$ 51 (х5) 45 = 


(1) 


х 
а? -- хг’ 


где а — Число положительное. 


С другой стороны, взяв интеграл от функции ейх комплексного пе- 


# 
а? -- 22 
ременного 2 вдоль контура, указанного на стр. 134 ч.1 т. Ц, и рассуждая, как в этом 
примере, мы легко получим соотношение: 


+59 = 
$ (1$) 4$ = г. е-ах, (2) 


5 
аа -|- 52 2 
0 


если х есть действительное и положительное число. 
Из формул (1) и (2) мы получаем: 


55° — — 
и 


2 
так что У? представляет особое значение для интегрального уравиения 


+29 
+) ==» | п (5) $ (9) 45-Е 1(х), 


0 


которому соответствует бесчислеиное миожество фундаментальных функций, за- 
висящих от параметра 4. ` 
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5. Особое уравнение Пикара (Р!сага). Однородное уравнение 
+ оо 
ф д) =А ет — #199) 4 
—с5 


имеет два решения вида е=%х, где а — действительное число, если только \ — 
3 


а? й 1 
число вида ‚ Всякое действительное значение ), большее 5’ является сле- 


довательно, характеристическим значением. Эти решения можно получить, заме- 
чая, что, если рассматриваемое уравнение продиференцировать два раза, то мы 
приходим к линейному уравнению: 


+ (2 — в=0. 
С помощью этнх простых функций можно составить подобно тому, как это ука- 
зано выше, решение уравнения с правой частью Х(х), имеющее в качестве есте- 
ственного разреза произвольный отрезок действительной оси, лежащий справа 


от точки == . 
Уравнение Лалеско получается из уравнения Пикара, если заменить — со 
нулем. Характернстические значения суть те значения ), для которых действи- 


тельная часть У | — 2. по абсолютиой величине меньше едииицы. Соответству- 
юшщая фундаментальная функция есть 


а ем и— Пе, 
где а равио у 1—2. 


ГЛАВА ХХХИ 
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 


537. Симметрические ядра. Свойства симметрических ядер были впервые 
изучены Гильбертом * и выведены им из свойств симметрических квадра- 
тичных форм с помощью перехода к пределу. Результаты Гильберта 
были несколько позже доказаны Шмидтом ** с помощью очень изящного 
прямого метода. Эти свойства легко выводятся из общей теории, изло- 
женной в предыдущей главе. 

Пусль А (х, у) будет дейстсительное симметрическое ядро. Тогда, 
как мы на это уже указывали ($ 584}, все ядра, полученные из него 
п-следовательнымн итерациямн, также симметричны. Мы докажем, что ряд 

+00 ь 
и (х, = и(х) + Ум | к® (х, 5) и (5) 45, {1) 


п=1 @ 


который представляет разложение по степеням ), решения уравнения 
Фредгольма, где известная функция }(х) == и(х), не может быть целой 
функцией от ), если Функция и(х) ие ортогональна справа к ядру 
К (х, у). Мы предположим для определенности, что функция и (л) огра- 
ничена и интегрируема. 

Допустим, в самом деле, что ряд (1) представляет целую функцию 
от Х. Умножнм всё члены этого ряда на в (х) и проиитегрируем затем 
в пределах от а до 5. Полученный ряд УЭС)", где \, имеег выра- 
жение ьь 


(и == {К (х, 5) и (х) и (5) 4х 45, 
аа 
будет также целой функцией от \. Поэтому согласно свойствам по- 
вторных ядер ($ 558) можно записать, что 
ЬЬ 
= | ко (х, 5) и (<) и ($) 4х ав == 


в 


откуда следует, что 3,20, если > а, как это и предполагалось, 


* Огип424ое ештег аПзететеп Тнеойе 4ег Лщертаюесвипреп (СОотееп 
МасйтсШеп. 1904, 1905, 1906 и 199). 
** Мабпетайзейе 'Аппайеп, т. 63 ‚ 1907, стр. 433—476. 
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Имеем также: 
ЬЬЬ 


9, = \ \ | Ки+ь (м, И К-Т (Ь $) и (х) и ($} ах аз а == 


ав 
ь 


—| @х {кет (ди (дах Х { ке (ди (ах, 


а 


и, следовательно, согласно неравенству Шварца ($ 559) 
о ь ь ь 
У = (4 [ | К (х, 1) и (х) ах Ж (а [| { ке (, да (к) ах|, 
а 7. а в 


или, сравнивая с первым выражением ДЛЯ я 
и2 
9 == +2 Чана (2) 


Ряд УЗ)" может быть сходящимся для любого значения \ только 
в том случае, если 3%, ==0. Действительно, если 9, положительно, то 
согласно неравенству (2} то же можно сказать и об У, %;,..., и от- 


2я 


ношенне возрастает вместе с п. Поэтому, если 3[, не равно нулю, 


2 

то ряд, ссставленный из члёнов ряда У 3)", содержащих только чет- 
иые степени ), не может быть схолящияся для всякого значения Х. Но 
для того чтобы Э[, было равно нулю, необхотимо и достаточно, чтобы 
функция в (х} была ортогональна к ядру К“? (х, у}. А тогда, принимая 
во внимание выражение для ядра К“) (х, у), можно написать: 


К) (х, у) и (х) и (у) ИЩИ (к, Ви (х) 4х] 2, 


в. —5< 
8—< 


откуда следует, Что, если функция и(х) ортогональна к первому по- 
вторному ядру К"? (х, у), то она ортогональна также к ядру К(х, У). 
Итак, если в качестве функции 4(х) взять функцию не ортогональную 
к ядру К(х, У), то не может быть 3%, =0, и ряд (1) не может быть 
сходящимся для любого значения }. Поэтому всякое сипиметрическое 
ядр> имеет по крайней мере одно особое значение * (ср. $ 584). 


* Это рассуждение неприменимо к таким разрывным ядрам, для которых 
ь 
ке и (0 
а 


равен нулю для всех значений х, за исключением конечного числа, при любой 
интегрируемой функции #(х). Таковы были бы симметр, ческие, ядра, равные 
нулю везде, кроме диагонали У =—х и конечного числа прямых параллельных 
осям, попарно симметричных относительно диагоналн. В последующем нзложений 
мы эТих ядер рассматривать не будем. 
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Общие теоремы о фундаментальных функциях дают возможность 
легко дополинть этот результат. 

1. Все особые значения симметрического действительного ядра 
также действительны. Положим, в самом деле, что существует особое 
значение а -{ В: (8=0); тогда а— В: будет также особым значением, 
и этим двум особым значениям будут соответствовать две комплексные 
сопряженные фундаментальные функции и + № и и#и—Ю. А так как 
ядро симметрично, то эти две функции будут фундаментальными и для 
союзного ядра, и согласно общему условию ортогональности ($ 580), 
мы будем иметь: 


ь ь 
КС - ®) (и — ю)ах= \ (и? + 9?) ах =0, 


а 


откуда следует, что и и © равны нулю. 
2. Особые значения являются простыми полюсами резольвенты. 
Пусть, в самом деле, $(х) будет фундаментальная функция, соответ- 
ствующая полюсу с; она является также фундаментальной функцией для 
союзного уравнения; но эти две функции не могут быть ортогональны; 
следовательно, с есть простой полюс резольвенты ($ 578). 
Можно еще рассуждать следующим образом. Предположим, что 


ь 
(ах =1, 


это всегда можно сделать. Два ядра 


$(%) ® (У) ф(х. $ (5) 
т, КР К, (У) 
полуортогональны ($ 575), а так как оии симметричны, то оии орто- 
гональны. Если с еще остается особым значением для К, (х, У), то 
можно повторить ту же операцию для этого ядра; после некоторого 
конечного числа преобразований этого рода можно представить К (х, у) 
в виде: 


ку = (к, у) 


1=1 


где с уже не является особым значением для симметрического ядра 
Н (х, у). Сумма 


рулеЕле 
151 


с 


есть главное ядро, соответствующее полюсу с, и согласио самому спо- 
собу построения функций $,(х) составляет ортогональную и нормаль- 
ную систему. 
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Из этого же доказательства вытекает, что всякое симметрическое 
ядро, имеющее конечное число особых значений, имеет вид: 


Ку = узы (У). (8) 


Действительно, если из ядра К(х, у} вычесть сумму 5(х, у) главных 
ядер, соответствующих особым значениям, то разиость 


К (х, у) — 5(х, у) =Н(х, у) 


представляет симметрическое ядро, ортогональиое к сумме 5(х, у). Так 
как это ядро не имеет ни одного особого значения, то оно равно 
нулю. Для симметрического ядра, имеющего бесконечное множество 
особых значений, мы будем иметь: 


+ оо 


К(х, я=У) ЕЛ вх: 0, (4) 


1=1 : 


если только ряд, стоящий в правой части, равиомерно сходится. Итак, 
фундаментальные функции симметрического действительного ядра со- 
ставляют нормальную и ортогональную систему фуикций $., %.,...,9,,..., 
каждая из которых соответствует некоторому полюсу разрешающего 
‚ядра. Предположим, что эти полюсы расположены в порядке неубыва- 
ющих модулей, причем каждый из них входит в эту последовательиость 


столько раз, сколько ему соответствует фундаментальных функций: 
М, ну р не (5) 


Каждому члену \, соответствует определенная функция 9,(х) ортого- 
нальиой системы. Обратно, всякая ортогональиая система может быть 
получена из симметрического ядра бесконечным числом способов. Дей- 
ствительио, если выбрать постоянные }, так, чтобы ряд (4) был абсо- 
лютно и равномерно сходящимся, то ясно, что функции 9,(х) предста- 
вляют фуидаментальные функции этого ядра*, 


Примечание Г. Если ядро. К (х, 5) симметрическое, то все особые зиаче- 
ния повтогного ядра К®) (х, у) действительны и положительны. Мероморфная 


функция Б, №Х:Б. 0) имвет тольк> простые положительные полюсы, и, следова- 


. Аз 

тельно, Наименьший из этих полюсов равен пределу отношения --21-% при не- 
2" 

ограниченно возрастающем л ($ 582). Метод Кнезера (Кпезег) для доказательства 


* Все эти теоремы применимы только к симметрическому действительному 
ядру. Если, например, взять 


К(х.у=х(1- у УЗ) +у(1+ УЗ), а=—1 в=Ь 


то нетрудно показать, что функции 1 -{ 1х И и х составляют систему главных 


. из 
функций, соответствующих особому зиачению т. 
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того, что симметрическое ядро имеет по крайней мере одио особое значение, со- 
стоит как раз в доказательстве существования предела этого отношения (см. 
упражнение 1). 

Примечание П. Мы видели ($ 680), что при любом ядре К(х, у) всякая 
функция и (х), удовлетворяющая условию 


ь 
кс 5) и (5) 45 =0, 


ортогональна ко всем фундаментальным функпиям $; (х) союзного ядра. Обрат- 
иое предложение не имеет места при любом ядре *, но справедливо для симме- 
трического ядра. В самом деле, если функция и(х) ортогональна ко всем фун- 
даментальным функциям симметрического ядра, то функция и(х,^), представля- 
ющая решение уравнения Фредгольма, в котором } (+) =и (х), есть целая функ- 
ция параметра \ ($ 582), а мы доказали, что это не может иметь места, если 


ь 
Ко. =0; 


в 
следовательно, ряд и (х,\) сводится к своему первому члену. 


588. Неравеиство Бесселя. Пусть $ будет нормальная система функ- 
ций 9, (Хх), ортогональных в интервале (а, 6). Если функция }(х) пред- 
ставляется в этом интвервале равномерно сходящимся рядом вида 


1(х) = А фа (х) + Рф (® НН... Ля, (+... (6) 


с постоянными коэфициентамн №, то эти коэфиниенты могут быть оп- 
ределены как коэфициеиты некоторого ряда Фурье. В самом деле, 
умиожим обз части формулы (6) на $,(х) и будем интегрировать правую 
часть почлеино. Принимая во внимание условия ортогоиальности, мы 
получим: 


ь 
д==((«) 9: (х) ах. (7) 


Какова бы ии была интегрируемая функция /(х), ряд У /ф,(х) иа- 
зывается рядом Фурье для функции }(х) по функциям рассматриваемой 
ортогоиальной систегы $. Это, однако, не доказывает ни что этот 
ряд сходится, ни что его сумма равна {(х). Мы рассмотрим только 
несколько частных случаев, которые связаны с теорией ин'егральных 
уравнений. Заметим только, что, если ряд Фурье для функции }(х) 
равномерно сходится и имеет своей суммой 5(х), то разность А (х) = 
—/(х) —5(х)} ортогональна к каждой функции $,(х) (согласио самому 
спосозу вычисления }), а следовательно, и к функции 5 (х). 


* Пусть К (х, у) = пу - зп 2х соз у(а=0, 6—2). Функция созх ортого- 
нальна к едииственной фундаментальной функции зп х, однако интеграл 


2к 
кс 5) с0$5 43 
0 


не равен нулю. 
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Если квадрат функции }(х) иитегрируем в интервале (а, 6), т. е.. 
Ь . 


если [Роах имеет коиечиое значение, то козфициенты } удовлетво- 


а 
ряют очень важному иеравеиству, установленному Бесселем, каково бы 


ни было число 72° 


Ь 
Р+л-... + < дах. (8) 


Это неравенство легко получить, если раскрыть очевидное нера- 
венство: 


ь 
ед — лФ (9 — Ле, —... — Л, сдРах 0 
а 
и принять во внимаиие формулы (7), которые дают значения коэфициентов 
Ди соотношения которых выражают, что $ есть ортогональная и нормаль- 
ная система. Если система $ состоит из бесчисленного множества функций, 
то число п можно предположить как угодно большим, и следовательио, 


ряд Ул из квадратов коэфициеитов Фурье фуикции /(х) с интегри- 
руемым квадратом всегда сходится. 


ь 

Сумма членов этого ряда равна или меньше, чем \ (х) ах, и раз- 
«/ 
а 


личие в этих двух случаях приводит к очень важной классификации 
ортогональных систем. Ортогональная система $ называется полной или 
замкнутой, если нельзя найти такой другой функции Ф (х), которая 
присоединенная к функциям $, давала бы новую ортогональную нор- 
мальную * систему 5’. В противном случае ортогональная система назы- 
вается иеполной или открытой. Ясно, что ортогональная. система, содер- 
жащая только конечное число функций, не может быть замкнутой. 
Пусть $ будет неполиая система; существует по крайней мере одна 
функция Ф (х), не входящая в 5, ортогональная ко всем функциям ф; (х), 


для которой \ $? —=—1, Соответствующий этой функции ряд Фурье по 


в — 5 


системе $ тождественно равен нулю, а следовательно, сумма ряда 
У? меньше единицы. Следовательно, для того чтобы ортогональная 


ь 
* Рассматривая только такие функции $(х}, для которых (42 (дах=1 мы 


ь 
исключаем разрывиые функции и (х), удовлотворяющие условию \ (х) ах =0. 


в 
в 

Ясно, что для функции этого рода мы всегда имеем ($;и) =0, согласно нера- 

веиству Шварца. Эти функции и (х) могут быть отличны от нуля только в точ-. 

ках множества меры нуль (Гефезвие, Еесоп$ зиг ГицёрсаНоп е{ 1а геспегспе 

Чез !опс4опз рипиЧуез). 


8 5. Гура, т. ШГ, ч. 2 
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система была замкнутой, достаточно, чтобы сумма ряда у у Е 


ь 
была всегда равна | Л (х) ах, какова бы ни была функция Г(х) с инте- 
а 


грируемым квадратом. 

Обратио, если ортогональная система $ замкнута, то для 
каждой функции У(х) с интегрируемым квадратом имеет место 
равенство *: 


е 1 
У о) ах= У. ; (9) 
а 4=1 


условие (9) поэтому называется условием замкнутости ортогональиой 
системы. 

Применим предыдущие определения к ортогональной системе 5, обра- 
зованной фундаментальными функциями 9,(х) симметрического ядра 
К (х, у). Это ядро называется замкнутым, если ие существует функ- 


ции $ (х), такой, что \ К (х, 5) Ф (5) 45==0 тождествеино, исключая, как 


а 
всегда, те разрывиые функции, которые равиы нулю всюду, за исклю- 
чением точек множества меры нуль. Согласио приведеиному выше заме- 
чаниию ядро А \(х, У) замкнуто, если система $ замкиута, и наоборот. 


ПРИМЕР. Фуикции 1,..., С05пх, зшлх,... образуют ортогональную си- 
стему в иитьовале (0,2=), Ляпунов и Гурвиц (Ниг\1(2 Алпайез 4е РЕсое 
Могтае, 1902) доказали, что эта система замкнутая. 


589. Теорема Гильберта-Шмидта. Гильберт и после него 9. Шмилт 
доказали важную теорему отиосительио разложения иекоторых функций 
в ряды фундаментальных функций. В этом параграфе мы будем предпо- 
лагать, что К(х, у) есть симметрическое непрерывное ядро или, по край- 
ней мере, что оно может иметь точки разрыва только на прямой у = х, 
на такие, что произведение |х— у|“К(х, у) остается ограниченным, 


причем показатель @ меньше 9’ откуда следует, что интеграл 


< 


Ь 
| [К (®, У? ау 


а 


имеет конечное значение. В этом случае первое повториое ядро К"2) (х, у) 
непрерывно точно так же, как фундамеитальные функции $, (х); и вся- 
кая функция вида 


ь 
{к(», 5)# (5) 45, 


* Для доказательства см. Лауричелля (Гаиг1се![а, Юел@сопН 4 Раиегто, 
+. 29, 1910); Стеклов, Мётогез 4е ГАсайёвпие 4е Зап — Реёфегзфиге, уо|. 30, 
1911. См. также дальше, 6 599. 
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где #(х) есть функция с интегрируемым квадратом, также является не- 
прерывиою функциею от х* ($ 556}. 
Всякая функция вида 


ь 
Их) =\К(х, 5) й (3) 45, (10) 
а 
где № (х) — функция с интегрируемым квадратом, разлагается в абсо- 
лютно и равномерно сходящийся ряд фундаментальных функций. 
Положим, что особые зиачения ), ядра расположены в том порядке, 
какой указаи в $ 587, и пусть $, (х) — фундаментальная функция, соот- 
ветствующая зиачению ),. Коэфициент Фурье Х функции }(х) етноси- 
тельно $,(х) равеи: 
ьь 


ь 
л=|( К (х, орда | (в) =, 
7 


у 
где Й, — соответствующий коэфициент для #(х). Полученный таким 
образом ряд 
Г . й 
ея... (11) 
п 


абсолютно и равномерно сходится в интервале (а, 5). Действительно, 
согласно обобщениому тождеству Лагранжа имеем: 


ДО... — 


<{и+... +9} ||“ ® у +5 |. 


Так как ряд У сходится, то можно выбрать число № настолько 
. р? 2 
большим, чтобы выполнялось неравенство: #? -|-...-- #2? < в, каково бы 


ни было ш`> п, если только п >= М; здесь е означает произвольное по- 
ложительное число, С другой стороны, сумма 


[99 и +... + [= 


^и Ат 


каковы бы ни были пи т, остается при любом х меньше некоторого 


х)] 2 
ие сходится; дейст- 


конечного числа М, ибо ряд с общим членом | 
т: 


фи (х) 
й 


п 


вительно представляет коэфициент Фурье для ядра К (х, у), рас- 
) , 


* Эти рассуждения легко распространяются иа случаи с более широкимь 
предположениями. Можно было бы, например, предположить, что ядро К (х, у) 
имеет конечное число линий разрыва, параллельных осям, или что оно может 
обратиться в бесконечность, но так, что его квадрат остается интегрируемым. 


8* 
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сматриваемого как функция от у. Можно поэтому. взять № настолько 
большим, что сумма абсолютных величин любого числа членов ряда (11); 
начиная с /-го, будет меньше всякого данного положительиого Числа, 
коль скоро и М. 

Сумма 5 (х), таким образом, непрерывна в интервале (а, 6). Чтобы 
доказать, что эта сумма равна функции }(х), рассмотрим разность 
Ю (х) =/(х) — 5 (х); согласно самому способу определения коэфициен- 
тов }, функция Ю (х) ортогональна по всем фуикциям $, (х), а следова- 
тельно, и к $(х). Булучи ортогональной ко всем фундаментальным 
функциям ядра К (х, у), эта разность ортогоиальна к самому ядру (5.587), 
а следовательно, ик функции /(х), ибо можно написать: 


ЬЬ 
|иоафувк кб, $79 (х) 2 (5) ах 45 == 
и ь 


— \ В (5) 45 \ К (х, 5) В (х) ах==0. 
Поэтому имеем также: 4 а. 
ь ь в 
| К (х) ах == \ 1(х) В (%) ах — \$(х) В (х)ах==0, 
4 | а 
откуда следует, что А (х) равно иулю, а следовательно, $ (х) = }(х).. 
Пользуясь этой теоремой, Э. Шмидт получил явное решение уравнения 
второго рода, выраженное только через особые значения и фундаментальные 
функции. Положим, что \ не есть особое значение для ядра; уравнение 


|: 
9) = К(%, 5) 9 (5) 48 -- 1(), (12) 


где Г(х) есть функция с иитегрируемым квадратом, имеет единственное 
решение и притом такое, что разность ф (х) —7(х) может быть `разло- 
жена в равномерно сходящийся ряд вида: 


$ (4) —/1(х) == с: (ху... с9,(х)- ... 


Подставляя этот ряд в обе части уравнения (12), мы найдем: 
ь 


У сифи (х) = \ ко 5) 1(5) 45 +* У) и фи (<) = 


— А Г (Я) + у) д, Фи (х), 


и 
а следовательно, и. Решение ф (х}, следовательно, может быть 
представлено рядом: ” +0 
Ах, (х 
(= лед = У 9, (13) 


А 
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рассуждая, как в сЯучае ряда (11), мы легко докажем, что этот ряд абсолют- 
но и равномерно сходится, если только Х ие является особым значением. 


Примечание. Формулу (13) можно применить и в том случае, когда ) 
‘равно особому значению \; ядра. Если число }, входит в Послеловательность 
только один раз, то уравнение (12), как известно, допускает решение только 
в том случае, если /=0, и поэтому достаточно заменить в ряду (13) коэфициент 
при $; (<), который представляется в неопределенном виде произвольным постоян- 
иым с, Можно поступить совершенно так же и в том случае, если значению }; 
<оответствуст несколько различных фуидаментальных функций (ср. $ 568, 575). 


590. Классификация симметрических ядер. Пусть будут й(х) и &(х) 
две функции с интегрнруемым квадратом. С помощью теоремы Гиль- 
берта легко вычислить зиачение интеграла: 

ЬЬ 


1=\ } К(е, 5) 1%) 5 (0) 1к ау. 


ва 


Действительио, мы иаходим последовательно: 


1 


|| 


ь ь 
\& (9) ау \ К, увах= 


[2 
= вов =У в, 


в 
1, й 
ибо ряд у“ $» (5) равномерно сходится; числа й, и #, суть коэфи- 
п 


циенты Фурье для функций Й и 2. 
В частности, если положить #(х) == (х), то получится: 


5 +00 ур 
и || кодовое = т» (14) 
аа п=1 ы 


соотношение, вполне аналогичное формуле, выражающей квадратич- 
иую форму в виде суммы квадратов, которое позволяет классифициро- 
вать эти ядра. Если все особые значения ), положительны, то 
всегда />=0, какова бы ни была фуикция й, и ядро в этом случае 
назыв ется положительным. Напротив того, если все особые зиачения 
отрицательны, то / =0, и ядро отрицательное. Если среди особых зна- 
чений есть числа разиых знаков, то ялро знакопеременное; в таком слу- 
чае интеграл / может иметь положительный или отрицательный знак 
в` зависимости от выбора фуикции #(х). Если, например, #, >0, 
\, < 0, то, взяв й(х) =. (х), мы получим положительное зиачение 
для Г, а взяв й (х) =. (х), мы получим для этого интеграла отрица- 
тельное зиачемие. В случае знакопеременного ядра интеграл Г может 
быть нулем, в то время как #(х) не равно нулю. Предположим опять, 
что },>> 0, ^, <0; если взять 


# (<) ==844; (х) - а. (х),. 
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а: 
1 

то соответствующий интеграл имеет значение + ‚и при подходя- 
1 


а 

щем выборе отношения = он будет равен нулю. Напротив того, если 
2 

ядро К(х, у} положительио, то интеграл / может быть нулем только 


в том случае, если существует функция 1 (х), ортогональная ко всем 
фуидаментальиым функциям ф,(х), а следовательно, и к самому ядру. 
В случае замкнутого и положительного ядра имеем всегда [> 0; это 
ядро называется определенным. Замкиутое и отрицательное ядро есть 
также определенное ядро. Из этого определения вытекает, что опреде- 
ленное ядро необходимо замкиутое, ио это условие недостаточно: зна- 
копеременное ядро может также быть замкнутым. 

Фундаментальные фуикции положительиого иеопределенного ядра со- 
ставляют неполиую систему 5. Если возможно к ним присоединить жо- 
нечное число фувкций Ф, (х), $, (<), ...,Ф,(х) так, чтобы полученная 
система 5! была ортогоиальной и замкнутой, то ядро К(х, у) иазы- 
вается квазиопределенным. Если к такому ядру прибавить ортогональ- 


да, У +. 69$, (У) 


зависящее от р произвольных постояниых, то оно преобразуется в за- 
мкнутое ядро. 


Предположим, что некоторые из особых значений ядра К (х, у) положительны, 
и пусть \, будет наименьшее из них. Среди всех функций 7 (х), удевлетворяю- 
Ь 


щих условию а (х) 4х =, существует такая, при которой интеграл (14) имеет 
а 
максимум. Действительно, согласно неравенству Бесселя ряд уе сходится и 


имеет суммой 1 — а, где а—0. Интеграл / может быть, следовательно, записан 
в виде: 


и его значение не может быть больше т. е. того зиачения, которого он до- 


ч 
стигает, если взять # (х) ==, (х). Если среди особых значений имеются отрица- 
тельиые, то можно также показать, что интеграл / достигает отрицательного ми- 
нимума, когла фуикция й(х) равна фундаментальной функции, соответствующей 
отрицательному особому значению, наименьшему по абсолютной величине. 

Гильберт показал, как, обратио, существование максимума или минимума 
интеграла / влечет за собой существование особых значений для ядра. Доказа- 
тельство имеет много сходного с рассуждеииями Римана при доказательстве прин- 
ципа Дирихле ($ 512). 

Если рассматривать интегрируемую фуикцию #(х), удовлетворяющую усло- 


вию | а (х) 4х =1, то легко доказать, что интеграл / ограничен по абсолютной 


а 
величине; это вытекает из иеравенства Шварца: 


Пк (ЦА (к, Унахау- Цикл) в (урах ау. 


.и ео 
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Допустим, что среди функций 1 (х) существует одна, при которой / достигает 
своей верхней границы, и положим, йапример, что / достигает максимума при 
й(х) = 3 (х). Пусть будут и (х) и 9(х) две какие-нибуль непрерывные фуикции, 
аи } — два переменных параметра, связанных соотиошеиием: 


ь 
Фе, = \ №0) + аи) + юрах=1. 


Вспомогательная фуикция 
Г, в = (Ц ке У {2-ю} (Оли) 9) ах ау 

должиа достигать максимума при а == 8 =0, откуда согласно элемеитарной теории 
(т. Ь $ 27) имеем: 

3Ф 51$ 

да вм 0 
при а=В=0. Это соотношение можно записать в виде: 

кону {воно + и} Чхау 


[2 


2\ + (хи (х) ах 


> 


ке (х) 9 (у) -- #(5) 9 (<) } ах ау 
О.) 


‚ (15) 
2\ 2097 ах 


а 


и, следовательно, общее значение этих отношений должно быть ревно постоян- 
ной величине С, не зависящей от вида функций-и (х) и 9(х). Принимая во вни- 
мание симметрию ядра К (х, у), мы видим, что функция и(х) должна удовлетво- 
рять условию: 


Ь ь 
| шбоуах {Кок урод ау — сд} 0. 


Но это соотношение, очевидно, может выполняться при любой иепрерывной 
функции и (х) только в том случае, если 


[2] 
кору водау = С. 
а 


Таким образом существование первой фундаментальной функции установлено; 
Точно так же можно показать, что та из функций й (х), ортогоиальных к фуик- 
ь 


ции $ (х) и удовлетворяющих условию № 4х =1, при которой интеграл Г до- 


а 
стигает максимума, дает новую фундаментальную функцию, и так далее. 


591. Разложение повторных ядер. Возьмем в выражении (10) А (х) 
равным самому ядру К (х, у), причем у будем рассматривать как пара+ 
метр. Тогда }(х)== А“2(х, у), и теорема Гильберта дает разложение 
повторнога ядра А“(х, у) по фундаментальным функциям, В этом 
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фи (5) 
й 


случае коэфициент #„ равеи ‚ иобщая формула (6) перехолит в сле- 


п 


дующую: 


Соображения 8 589 показывают только, что при постоянном значении у 
ряд (16} равномерно сходится относительно х. Из соображений симмет- 
рии можио сказать, что при постоянном значении х этот ряд равно- 
мерно сходится относительно у, но отсюда иельзя сделать непосрелст- 
веино вывода, что он равномерно сходится относительно совокупности 
обоих пер.менных. Чтобы это доказать, рассмотрим ряд, получениый 


при у =: 2 о . 
Кок лу 9 мя И 


Члены этого ряда все непрерывны и положительны, следовательно, и 
сумма его презставлает иепрерывную функцию, т. е. этот ряд сходится 
равномерно *. А в таком случае неравенство 


Фи (х) Фи (у) 1 92 («92 (у) 


22 =2 2 


показывает, что и ряд (16) абсолютно и равномерно сходится. С помо- 
шью формулы (16) мы найдем одио за другим разложение последова- 
тельных повторных ядер К“) (х, у}, К® (х, у),..., пользуясь рекур- 


* Доказательство этой теоремы, принадлежащей Дини (010), очевидно, рав- 
носильно доказательству следующего предложения. 

Пусть будет и„(х) положительная непрерывная функция в интервале (а, 65), 
которая ‹трем тся к нулю при неограниченном возрастании п; если из: (<) 
= и, (х), она стремится к нулю равномерно. 

"Обозначим через М, (а, 5) максимум функции и„(х) в (замкнутом) интервале 
(а, 5); по предположению мы имеем: 0< Мы, , (а, 6) = Миа, 6); следовательно, 
Мл (а, 6) стремится при нбограниченном возрастании п к пределу [Г (а, 5) 0. 
Достаточно доказать. что этот предел равен нулю. Де пустим, что Д (а, 6) >> 0; если 
разбить интервал (а,5) на два частичных иИьтервала (1,6), (с,6), то по крайней 
‘мере одно из.чисел / (а, с), Г. (с,6) окажется равным Д (а, 5). Применяя послело- 
вательные разбиения, как это делалось уже несколько раз (1, $ 8), мы докажем 
существование на интервале (а, 6) такого числа м» что прелел А (хь — Я, х НИ) 
‚равен положительному, числу [' независимому от Й, как бы мало ни было это 
число й. Но это заключение несовместимо с условиями теоремы. В самом деле, 


можио сначала найти такое целое число т, что из (х,} < —- >, далее достаточно 

малое число. , так что в интервале (ху— Я, х, -+ 1) абсолютная величина разно- 
Г’ 

<ти будел меньше > . Следовательно, во всем этом интервале будем иметь: 


#„(х) <", а значит, и И (4) <СЁ' при п? т. Следовательно, предел А (хо — В, м +В) 
не-может быть-равён 1”, 
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рентной формулой, связывающей два послецовательных ядра. Таким 
образом при т 22 имеем: 


$1 + + Чая в. 


К“ (х, у) = .. (18) 


Все эти ‘ряды сходятся равномерно и  вбсолютно, к как это легко видеть, 
сравнивая их © рядом (16) *. 
Заменяя в ряду (18) у на х и интегрируя, мы получим выражение 


для коэфициента А„ при т=2 
+ со 


(19) 


2 
|= 


Целая функция + со 


которую можно также записать в виде’ 


ли... 
Е() —6 2 т» п . 


отличается от функции 0(\) только показательным множителем е-А&, 


а поэтому + со Л 
20) =е-^^ [ ] (1) а ' 20. 


ПЕ1 п 
Функция 0 (\}, следовательно, не больше чем первого рода, но она 
может быть и нулевого рода, как мы это ниже покажем для частного 
случая положительных ядтр. 
Из формул разложения повторных ядер можно также получить раз- 
ложение разрешающего ядра: 


Г(х, у; \)=К(х, у) НАК (ху... Е М-1К® (ху... (21) 


Если в этой формуле заменить повторные ядра К“*) (х, у) (п =2) их 
разложениями (18), то получится таблица с двойным входом, и если 
суммировать члены этой таблицы, соединяя в одну группу члены 
сх ©, (х} 0, (у), то мы’ получим формулу: 


+ оо 
в (Х) Фи (5) 
Гек уу ви; (22) 
| № (м — ^) 
п=1 
сравнивая члены этого ряда с членами ряда (16), легко показать, что 
полученный таким образом ряд абсолютно и равномерна сходится, если 
только \ не есть особое значение, а этого достаточно, чтобы’ иметь 


* Формула (18) была установлена Э. Шмидтом для т >> 3, а. затем Г. Кова: 
левским для т =. 
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право примеиить принятый нами способ суммирования. Но тогда как 
формула (21) применима только лля таких значений }, абсолютная ве- 
личина которых меньше |), |, формула (22) дает разложение мероморф- 
ной функции Г (х, у; Х) во всей плоскости переменного \ (ср. $ 585). 


592. Положительные ядра. Симметрические ядра, положительные и непре- 
рывные, были изучены Мерсером (Мегсег) в его интересном мемуаре *, из кото- 
рого мы приведем основные результаты. 

Для того чтобы симметрическое ядро К (х, у) было положительным, не- 
обходимо и достаточно, чтобы все определители Фредгольма К (хе ..., хп) 

не 
были больше или равны нулю для любой системы значений хьх.,..., Ел 
в интервале (а, В). 

Мы докажем только неравенство К `(х, х) 0, которое нам понадобится впо- 
следствии; остальные неравенства доказываются совершенно аналогично. Пред- 
положим, что К\(хХь Хо) < 0 для какого-нибудь значения хз из интервала (а, 6). 
Так как для системы значений Х=хХь у—= ло ядро непрерывно, то при доста- 
точно малом положительном { ядро К (х, у) будет оставаться отрицательным при 
значениях хи у, заключенных в интервале (х»—2 х-+0. Если в качестве 
функции # (х) взять функцию, положительную в этом интервале и равную нулю 
вне его, то ясно, что все элементы интеграла (14) будут либо равны нулю либо 
отрицательны, и сам интеграл будет иметь отрицательное значеиие, что невоз- 
можно, ибо ядро К’(х, у) но предположению положительно. 

Обратное предложение почти очевидно. Если все детерминанты Фредгольма 
положнтельиы нли равны нулю, то все коэфициенты при четных степенях А 
в функции О 0) положительны или равны нучю, а коэфициенты при нечетных 
степенях А отрицательны или равиы нулю. Поэтому уравнеиие О(—^)=0 не 
может иметь положительных корней, а следовательно, уравнение Д()^)=0 не 
может иметь отрицательных корией. 

Приняв это во внимание, мы можем записать разложение разрешающего 
ядра по формуле (22), полагая у==х: 


+ о в "о мо 
фи (Х х х 
Гл) — АА + п( _ 9" (23) 
№" м — А. —А А 
п п 
п=т--1 н=1 п=1 
где т — лкбое целое положительное число. Если ) получает произвольное отри- 
цательное значение, левая часть этого равенства положительна. В самом деле, 
с одной стороны, все члены ряла отрицательны, ибо }„_> 0; с другой стороны, 
ядро Г(х, у; Х при отрицательном » есть положительное ядро, ибо особые зна- 
чения этото ядра можно получить, вычитая & из особых значений ядра К (х, у) 
($ 560). Можно установить это и непосредственно, если заметить, что в силу 


формул (22) и (14) значение двойного интеграла \\ Г(х, у; № В (<) й(ууахау не 


может быть отрицательным при отрицательном %. Отсюда в силу только что до- 
казанного мы имеем также: Г(х,х; \) >=0; следовательно, правая часть формулы 
(23) также положительна. 

Это заключение справедливо для всякого А < 0; но когда * стремится к — со, 
член, зависящий. от А, стремится к нулю. Следовательно, мы имеем также: 


уе ке, я; 


п=| 


так как т есть лкбое целое число, мы можем отсюда заключить, что ряд 


[1 ФР 
у сходящийся и что его сумма меньше или равна К(х, Х). 


* РАЙозорвса{ ТгапзасНопз, Тюп1оп, 4. 209 А. 1909, р. 415, 
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При помощи рассуждения, аналогичного $ 589, мы дскажем далее, что ряд 


-со оо 
$(х ву ие - фл (х) 9н (У) 
‚У = м = об 
: п им Им 

п=1 1 


схолится абсолютно и равномерно в интервале (а,5) по отношению к каждому 
переменному в отдельности. 

Следовательно, симметрическая сумма 5 (х, у) является непрерывною функ- 
цией каждого из переменных х, у, взятого отдельно; это же справедливо отно- 
сительно разности А {х, у) =К(х, у) — 5 (&, у). 

Чтобы доказать, что эта разность А (х, у} тождественно равна нулю, будем 
исходить Из соотношения: 


Г, Г. Ь 
\ кои 48 = \ $ (*, 5) 865) 48 + \ю,916)4, 
а а 2 


где й (х) есть произвольная функция с интегрируемым квалратом. Так как ряд 
$ (х, $) равномерно сходится относительно $, то первый интеграл правой части 


В; . 
равен сумме членов ряда у с# (х); этой же сумме согласно теореме Гиль. 
1 


берта равна левая часть. Отсюда 
ь 
(9,9164 =0 
а 
при любой функции й(х), откуда, очевидно, функция А (х, у) тождественно 


равиа нулю. 
Таким образом ядро К\(х, у) равно сумме членов ряла 


+2 
(х) в" (У. 
К у= У к (24) 


для доказательства его абсолютной и равномерной сходимости относительно 
обоих перемеиных достаточно повторить рассуждение, приведенное для ряла (16). 

С помощью этой формулы (24), полагая у=х и интегрируя почленно, по- 
лучим: 


Ь +оо 

= | код =. (25) 
.. п 
а п=1 


Отсюда следует, что род функций О (д) равен нулю: 
оо 


р0=[] (1->). (26) 


ПЕ! 


Ясно, что эти последние результаты можно также применить к отрицатель- 
ным ядрам и вообще к ядрам, все особые значения которых одного знака, за 
исключением некоторого конечного числа из них. Действительно, всякое ядро 
этого вида представляет сумму двух Ссимметрических ортогональных ядер, из 
которых одно положительно или отрицательно, а другое имеет только конечиое 
число особых зиачений. 
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593. Ядра Шмидта. Э. Шмидт указал на то, что свойства’ симметри- 
цеских ядер легко распространяются на ядра вида А(х)5$(х, у), где 
функция $ симметрична, а А (х) сохраняет постоянный знак в интервале 
(а, 5). Или, в более общем случае, пусть К (х, 1) = А (^) В (у} $ (х, у), 
где $(х, у} — симметрическая функция, а впроизведенне А(х)В(х) в 
интервале (а, 6) всегда положительно. Мы предположим, кроме того. 
что эти функции А (х) и В(х} ограничены. Мы можем написать: 


кои АЕ 5 иАыв ево 


А (х) В 
-И лозы НО 51 (х, У). (27) 


Пусть теперь Г(х, у; Х) будет разрешающее ядро для вспомогатель- 
ного симметрического ядра $ (х, у}. Это разрешающее ядро удовлетво- 
ряет функциональному уравнению: 


Ь 
Г, (х,у; №) = 5, (х,у) +А( $, (х, 5) Г, (5,5; 1) 45. (28) 


Таким образом, если положить 


А 
тень - Уха 


то получаем также: 
и 
Г(х, у; №) =К(х, у) + \\К(х, $) Г(5у; №) 45, (29) 


ибо, очевидно, 


Бе 1 кот: 


Последнее соотношение (29) характеризует разрешающее ядро, соот- 
ветствующее ядру К(х,у), и следовательно, разрешающее ядро для 
ядра К(х, у) равно произведению 


А (х) в (5) 
И Г, (х, У; ^), 


где Г. (х,у; №) есть разрешающее ядро для симметрического ядра 
$, (х, У (СотрЁез пспаиз, т. 146, стр. 807). 

Существенно заметить, что все ядра, полученные из ядра $, (х, у) 
последовательными повторениями, содержат в качестве множителя рали- 
кал /А(х) ВХ) А(УВ(), так что и Г, (х,у; Х) делится на этот ра- 
дикал. ‘Функция Г(х, у; №) содержит, таким образом,’ множитель’ 
А(х) В (у), и интеграл, который входит в формулу (29), имеет в самом 
делё конечное значение, 
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Полюсы резольвенты Г, (х, у; №) —все действительные и простые. То 
же можно сказать и о полюсах Г(х, у; *). Если каким-нибудь спосо- 
бом разложить ядро 5} на два ор'огональных ядра #, (х, у} и 1, (х, у), 
то непосредственно можно доказать, что два ядра 


А (х) В (5) А(х) В (у) А (х) В (у) 
В. (х, и Й, (х, 
Изв УИ ов 
тоже ортогональны. Поэтому и главные части двух разрешающих ядер 
Г, (х, У; №) и Г(х, у; №) соответствуют друг другу. Пусть будет 6, (х) 


фундаментальная функция ядра $, (х, у), соответствующая полюсу А; 
‘она, очевидно, будет вида Улс) В (у) и, (х). Выражение 


представляет каноническое ядро, соответствующее особому значению %,, 
если только 


А (х) В (х) ий (х) 4х =1. 


8 —>< 


Этому каноническому ядру соответствует для К\(х,У) каноническое 
ядро 
А (х) В (у) ш'х) и, (*) 
7} , 
так что 
$; (х) = А (х} и, () 


и 


$ (х) = В (х) и (х) 


суть две союзные фундаментальные функции двух ядер К(х,у) и 
К(у, х). Эти две функции связаны соотношением: 


А (х) $, (х) = В (х) $, (х), 


откуда вытекает следующее свойство. Если $ф(х) есть фундаменталь- 
В (х) 
А (^) 
ная функция союзного ядра, соответствующая тому же особому 
значению. 
Это свойство имеет место, каковы бы ни были знаки функций А (х), 
В(х), и оно доказывается непосредственно. Действительно, из формулы 


ь 
$(®)=^\ А (>) В ($) 5(<х, $) $ ($) & 
а 


ная функция ядра К(х,у), то $(х) =--—— $ (х) есть фундаменталь- 
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вытекает: 
[1 


п(*)=1 (8 (5) 4 (5) 5(*, 5) п (5) 45, 


а 


если положить $ (х) = А (х)п(+). Точно так же, если бы заменить ф (х) 
на В (х)п(х) в формуле 


ь 
$(*) ==} А (5) В (х) 5 (х, 5) $ (5) 45, 


мы бы пришли к тому же уравнению. 

Из этого обстоятельства легко вытекает, что если произведение 
А (х) В(х) положительно, то все полюсы функции Г(х, у; Х) — дейст- 
вительные и простые. В самом деле, положим, что а-{-{В и @— {В суть 
два комплексных сопряженных полюса. Если и#-|-{ есть фундаменталь- 
ная функция ядра К(х,у), соответствующая первому полюсу, то 
В (х) 
А (х) 
соответствующей второму полюсу, и уравнение ортогональности не мо- 
жет быть выполнено, если Ди В одного знака. Ни один полюс не мо- 
жет быть кратным, ибо по тем же соображениям две союзные фуида- 


В 
ментальные функции % (Хх) и у не могут быть ортогональиы 


(и—®) будет фундаментальной функцией союзного уравнения, 


($ 578). Таким же образом каждому свойству симметрических ядер 
соответствует свойство ядер А(х)В(у)5(х, у), где А(х)В(х) =0. 
Можно, например, как в $ 587, доказать, что если ядро А (х) В (у) $ (х, у) 
имеет только конечное число особых значений, то это ядро равно про- 
изведению А(х)В (у) на ядро $(х, у) вида (3), которое само имеет 
конечное число особых значений. 

Рассмотрим, в частности, ядро вида $ (х, у) В (у), где В — ограни- 
ченная положительная функция. Фундаментальные функции этого ядра 
и союзного ядра составляют систему бнортогональных функций ($,, Ф,), 
которые мы можем считать приведенными к нормальному виду ($ 530). 
Согласно доказанному выше, соответствующие функции $; и ф, связаны 
соотношением Ф, (х) == 8 (х) $; (х}, и условия ортогональиости принимают 
ВИД: 


ь 
вах =, \В(%) 9. (4) (д ах=0 (58). = (30) 


а 


8—5 


Если задана последовательность функций $;,...,$,„,,.., Удовле- 
воряющих этим условиям, мы будем для краткости говорить, что они 
составляют ортогональную систему относительно В (х)*. Если функция 
7(х) разлагается в равномерно сходящийся ряд по фуикциям $, (х) 


* В русской математической литературе чаще говорят, что эти функции 
эбразуют ортогональную систему с весом В (х). Ред. 
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в интервале (а, 5), то коэфициенг Д при $; (х) в этом ряду получается 
подобно тому, как для ряда Фурье, и согласно соотношениям (30) 
имеем: 


В 
д=\в (9). (4х; (31) 


какова бы ни была функция /(х), мы будем говорить, что коэфициенты 
1» определенные для этой функции, суть коэфициенты Фурье функции 
}(х) относительно системы функций $; (х). Неравенство 

|. 

\ В (х) 7) —Лф (х) —... — Л, (ФР ах 20, 


а 


которое совершенно очевидно дает возможность распространить на эти 
коэфициенты неравенство Бесселя *: 


п [12 
Ул= выл ах. 
1=1 а 


Ряд УЛ $:(х), составленный для произвольной функции /(х}), не 
изображает необходимо эту функцию. Это имеет место для функций 


вида: 
д [1 


1(х) = \ $(х, 5) В (5) # (5) 45, (32) 


а 


где й (5) — функция с интегрируемым квадратом, Действительно, это 
равенство может быть записано в виде: 


ь 
УВ(*)/(*) = { 5(х, ИВ (+) В(5) {ИВ (5) ($)} 45, 


и, следовательно, произведение /(х) УВ (х) ($ 589) может быть разло- 
жено в равномерно сходящийся ряд по фундаментальным функциям язра 
$ (х, у) И В(х) В (У). Эти фундаментальные функции, как мы только 
что видели, получаются, если умножить фундаментальные функции ядра 
$(х, У)В(5) на ИВ(»х. Таким образом функция Х(х) может быть раз- 
ложена в равномерно сходящийся ряд, расположенный по фундаменталь- 
ным функциям ©, (х) ядра $ (х, у) В (5). 
Для функции вида 


[4 
1(#) == \ Вх) $(, 5) в (5) 4 (33) 


* Можно, кроме того, заметить, что функция Ф; (х) =$,(х) ИВ(х) состав- 
ляют ортогональную систему, если функции $;(х) удовлетворяют соотношениям 
(30), и что коэфициенты Фурье для функции }(х) относительно системы фуикций 
$; (%) совпадают с коэфициентами Фурье для функции {(х) УВ (=) относительно 
системы функций Ф; (4). 
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мы также будем иметь: 


Хо : в 
| ее 


и следовательно, функцию /(х) можно также разложить в равномерно 
сходящийся ряд вида: 


Ул В(х) 9: (х) = Л: (х). 


594. Распространение неравенства Бесселя на биортогональные си- 
стемы. Пусть будут $;, Фо, „-- + +.ИФу, Фо, ++, Физ», —_ Две после- 
довательности действительных функций, составляющих биортогональную 
и нормальную систему ($ 573), т. е. систему, удовлетворяющую усло- 
виям: 

ь 


Г 
обо сдаж ет, | фь) ах == 0 (УВ. (34) 


Если функция Г(х) разлагается в равномерно сходящийся ряд по 
функциям $, (х), то коэфициенты } при $,(х) в ряде можно получить, 
если умножить обе части равенства 


Их) = ф, (ху... + Л, () +... (35) 


на ф, (х) и интегрировать его почленно в пределах от а до 2. Мы при- 
дем, таким образом, к выражению: 


л= У $: (%) 4х; (36) 


ЗИ. 


какова бы ни была функция /(х), мы будем говорить, что ряд У! Ач, (х), 
где коэфициенты Д имеют значения (35), представляет ряд Фурье функ- 
ции /(х) о!иосительно системы функций ф,. 

Заметим, что всякая биортогональная система может быть приведена 
к нормальному виду бесчисленным множесгвом способов, ибо соотно- 
шения (34) не меняются, если заменить $, (х) на С; $, (х), а ф,‚ (х} — на 
с (х}, каково бы ни было постоянное С;. Положим, например, что 
существует симметрическое положительное ядро $(х,у} такое, что 
при любом $ имеет место равенство: 


ь 
5%) у== С,6, (5%), 


а 
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где С, — постоянное, отличное от иуля. Соотиошения (34) переходят 
8 следующие: 


ьь 

\ \ $(%,5) 4; (х) 9; (у) 4х 4у=С, 
[1 
\ $(%, 5) $; (х) ф, (у) 4хау=0 (152). 


аа 


Так как ядро $(х,у) положительно, то постоянные С, необходимо так- 
же положительны, и, заменяя $;(х) на ©; (х)У С, мы вместо соотноше- 
иий (34) получим следующие: 

Бь 

\\5(х, У) 9: (х) 9: (у) ах4у=1, 
аа (34') 


Це с) од ахау = 0 (152), 


аа 


причем в эти соотношения функции Ф, явно совсем не входят, Точно 
Так же формулы (36) переходят в такие: 
ь. ь 


ЬЬ 
Д= \ (9) $ (х) ах ==\ \ 5%, У 2, ахау. (36') 


а 


Мы будем говорить, что система функций $,(х), удовлетворяющих 
соотношениям (34), есть оргогональная нормальная система относи- 
тельно ядра 5(х, у). Из всякой баортогональной системы, удовлетво- 
ряющей соотно:нениям (34), можно получить, и припом бесчасленным 
множеством способов, систему, ортогональную относительно симметрн- 
ческого положительного ядра. Можно, например, поступить следующим 
образом. Выберем последовательность положительных чисел „ таких, 
чтобы ряд 


+05, у 
$ (х, ду. (37) 
п=1 и 


был абсолютно и равиомерно сходящимся — это можно сделать бесчис- 
ленным количеством способов. Ясно, что 
ь 


\5(х, у) 2, (0) ау 


а 
х 
равен 9-9). а следовательно, соотнош.ния ортогональности можно 
п 
привести к виду (34'), если заменить 9, (х) на У м, 9,(‹). Ядро $(х, у) 


положительно, ибо нетрудно видеть, чго интеграл (14) 5 590 поло- 
жителен для А (х, у) =5 (х,у) при любой функции Й (»). 


9 э. Гурова, т Ш, ч.3 
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Если /(х) есть функция с интегрируемым квадратом, а ядро $ (х, у) 
положительно, то имеем ($ 590): 


ЬЬ п п 
15 (265) [769 — Уле ло — Ул] ах 40, 
1=1 1=1 


аа 


причем коэфициенты Д даны формулой (36). Раскрывая это неравенство 
и принимая во внимание соотношения (34), мы получим эквивалентное 


ему неравенство: 
п 


Ьь 
Ул=| ул) ака, (38) 


1=1 


вполне аналогичное неравенству Бесселя. 

Если /(х) есть функция с интегрируемым квадратом, то правая 
часть имеет конечную величину, и следовательно, ряд из квадратов 
коэфициентов } сходится. 

595. Ядра вида А(х) 5$ (х,у). Столь простые свойства ядер вида 
А (х)$(х,у) при А(х) положительном не распространяются на ядра 
того же вида, если А (х) меняет знак в интервале (а, 8). Например, ядро 
с0$ х зпхпу, причем а==0, ф—п, ортогонально самому себе. Однако 
в случае, когда $ (х, у) — положительное * ядро, многие наиболее важ- 
ные свойства симметрических ядер, кроме только одного особого слу- 
чая, могут быть распространены на ядра этого видз, каков бы ни был 
знак коэфициента А (х) в интервале (а, 6}. 

Согласно приведенному выше ($ 598) замечанию, если $(х) есть 
решение однородного уравнения 


Ь 
9 (я) == 11 А (х) 5(х, 5) 4 (5) 45, 


$Ф (х) 
А (х) 


то функция $(х) = представляет решение союзного уравнения 


Ь 
ф(%) =1 5(%,3) А (5)6 (5) 45. 


ь 
Эта функция Ф (х) равна также \ ($(х, 5) $ (5) 45, и, отбрасывая постоян- 
а 


ный множитель ), можно формулировать следующий результат: 


* Функция А (х) предполагается ограниченной, но может иметь конечное 
число точек разрыва между а и 5. Интегральные уравнения этого вида сначала 
были изучены Гильбертом (СС таеп Масвусшеп 1906, стр. 462), который назы- 
вает их полярными уравнениями или уравнениями третьего рода. Приведен- 
ные в тексте доказательстьа указаны Марти (Магёу, Сотрйез геп4из, 28 ‘фев- 
раля и 25 апреля 1910). Ср. также Фубини (РиЪ1п1, Аллай 41 Маиетайса, 3-я 
серия, т. 17). 
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Бели $(х) есть фундаментальная функция ядра К(х, у) ==А(х) $ 
(х, У) для особого значения А. то функция 


ь 
$(') = 5(4,5) 3 (8) (89) 


представляет фундаментальную функцию союзного ядра для того 
же особого значения. 

Из этого результата нетрудно вывести следующие свойства: 

`1. Все особые значения действительны. В самом деле, если бы су- 
ществовали два сопряженных комплексных особых значения, то для 
двух ядер К(х;у) и К(у,х) мы имели бы две фундаментальные 
функции: 


о (х) = и(х) + (х) 


$ (х) = | 5 (х, у) Ш) — № (У), 


Г 


которые должны быть ортогональны, для чего необходимо, чтобы было 


ьЬ 
$, У) [ш (Е Ци) — Дахау =0, 


а следовательно, приравнивая нулю действительную часть: 


в.—.<> 


ь 
154, ) {и (х) и (у) Ро(х) о (у)} ах4у=0. 


Так как ядро $5(х, у} положительно, то два интеграла в левой ча- 
сти или положительны, или равны нулю. Для того чтобы каждый из 
этих интегралов был равен нулю, необходимо согласно формуле (14) 
$ 590, чтобы и(х) и ч(х) были ортогональны ко всем фундаменталь- 
ным функциям ядра, а следовательно, и к самому ядру 5(х, у), т. е;; 
в этом случае мы имели бы: 


ь 
\К(х, 5) 9 (5) 8 =0, 


что противоречит условию. 

2. Все полюсы резольвенты простые. Если $ (х) — фундаментальная 
функция для полюса С, то функция $ (х), определенная формулой (39), 
представляет фундаментальную функцию для союзного ядра, амы только 
что видели, что функции $ (х) и Ф(х) не могут быть ортогональны; 
из этого уже вытекает, что полюс с — простой ($ 578). 


9+ 
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Можно еще рассуждать, как в случае симметрических ядер (5 587). 
Пусть $ (х) — фундаментальная функция, соответствующая особому зна- 
чению с и притом такая, что 

. 86 

|5 ку ед о) аяау=1. 

аа 
Исходя из приведенных выше свойств, иетрудно показать, что два 
ядра 


ь 
2109 | 50.996), КК —т90 [50.9904 


ортогональны. Это новое ядро К, (х,У) также имеет вид А (х) $, (х, у). 
Если оно еще имеет с своим особым значением, то к нему можно 
снова грименить то же разложение, и так далее до тех пор, пока мы 
не придем к ядру, не имеющему больше с особым значением. Из того 
же рассуждения вытекает, чго для ядра К(х,›) можно выбрать систему 
фундаментальных функций, удовлетворяющих услозиям ( 34’), т. е. 
образующих ортогональную систему относительно ядра 5(х,3). Если 
существует только конечное число особых значений, то ядро имеет вид: 


к = УР К, у, 
1=1 


где ядро К, (х, у) не имеет особых значений и опять равно произведе- 
нию А(х) на симметрическое ядро. 

На примере ядра с05х (упх эту) видно, что полярное ядро не всегда 
имеет особые значения. Результат $ 587 в этом случае заменяегся сле- 
дующим: 

3. Бели перзое повторное ядро К®’(х,у) не равно тождественно 
нулю, то полярное ядро А(х)5(х, у) имеет по крайчей мере одно 
особое значение. Доказательство вполне анзлогично тому, которое было 
лано для симметрических ядер (5 587). За развернутым доказательством 
этого предложения, а также за распространением теоремы Гильберта 
отсылаем читателя к заметкам Марти. В частном случае, когда $ (х, у) 
не только положительное, но определенчое, а следовательно, замкну- 
тое, ядро К((х, у) не может быть тождественно равно нулю. 

596. Симметризуемые ядра. Ядра Гильберта представляют частный случай 


симметризуемых ядер Марти (Сотрёе$ ге» 4из, 6 июня 1310). Пусть К\(х, у) 
и С(х, у) —лва произвольных ядра. Мы говорим, что ядра 


ь | 
Н, (к = \ 0,9 К 48 Нжу=( К, 906, у) 45 
а а 


вообще говоря, различиые, получаются композицией ядра К (х, у) с ядром С (х, у), 
слева для Н;, справа для Н,. Если можно в качестве функции С (+, у) взять сим- 
метрическое ядро и притом такое, чтобы Н; и Ну сами были симметричны, то 
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ядро К(х, у) называется симметризуемым справа или слева. Ясно, что ядро 
А (<) $ (х. У) симметризуемо слева при помощи композиции с ядром 5 (х, у). 

Всякое ядр› К(х, у), резол.венга которого имеет только действительные 
и простые полюсы, симчетризуемо с двух сторон. 

В самом деле, мы видели, что сою ные фундамептальные функции (2,$,) со- 
ставляют биортогональную систему, которую можно предположить нормальиой, 
Если выбрать постоянные р„ так, чтобы р»д 
+ > 

(0 
$ (х, У) = и 
4 


1=1 
был абсолютно и равномерно сходящимся, — это можно сделать бесчисленным 


количеством способов, — то ядро К\(х, у) при помощи композиции слева с ядром 
$ (х, у) дает симметрическое ядро. В самом деле, имеем: 


( Е $: ( [ Ё $, (2) $: (5) 
МО) [у __ , (2): (У 
[56 Кб, 4 = у , {кокер Эта , 


тде \, — особое значение, соответствующее функции $;. Очевидно, что таким же 
путем можно было бы сеставнть бесчисленное множеств» симметрических ядер, 
композиция которых с ядром К (х, у) в обратном порядке дала бы новое симме- 
трическое ядро, . 

Если взять псстоянные в; положительными, то ялро 5 (х, У) будет также по- 
ложительным, а согласно самому способу его составления оно не ортогонально 
ни к одной из фундаментальных функций $; ядра К (х, у). 

Обратное предложенле в таком общем виде не имеет места лаже если пред- 
положить ядро $ (х, у} положительным. Если, например, составить композицию 
симметрического ядра $ (1) ?(у) с ядром К’, у} +3(‹) (5), где ядро К(х, у) 
удовлетворяет условию 


5 


К ($, у) 25) 48 =0, 


2. 


то получнтся симметрическое ялро Су (х) $ (у), но ядро К (х, У) может, однако, 
иметь какие угодно особые зиачения. 
Полож :м, что ялро К(х, у) при композиции слева с симметрическим адром 


$ (х, 3) дает новое симметрическое ядро 
в. 
$1 (я, у) = ( $ (х, $) К (5 У) 45; 


в 


на ядро К’(х, *). можно распространить свойство, доказанное для полярного. ядра: 
если $(^) есть решение однородного уравнения 


5. 
9 (= \ К» 5) 3 (5) 45, (40) 


то 


$ (<) = \ $ (х, в да 


*._—® ®—— 


представляет решение союзного однородного уравневия, 
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В самом деле, из соотношения (40) получаем: 


5 


— 


$0 = | 5,0204 =4 (15 (9 Ке $26) 44 -— [ $1 (1.916) 45 
у я 


ве 


что в силу снмметрии $ можно записать также в виде` 
ь 
ое 5.0 заза (Ка, фа, 
=) « 2 


откуда и вытекает доказываемое предложение. | 
"Приняв это во внимание, положим, что а-- В (8520) есть особое значение, 
и-- № — соответствующая фундаментальная функция, тогда 


ь 
$@) = \$(», {и} 


будет фундаментальная функция союзного уравнения, соответствующая особому 
зиачению а — }, и условие ортогональности дает; 


(506.9 {шо + Ро} {и - 0} д =, 


“ 


5 ии ах + || 5%. Во (х) 9 (04х41 —0. 


й 


Для того чтобы можно было утверждать без каких-нибудь дополиительных 
условий, налагаемых иа К (х, у), что такое соотношение невозможно, необходимо. 
предположить, что ядро $ (х, у) опрелеленное, — в этсм случае иедостаточно, 
чтобы это ядро было положительным, как в $595. И действительно, может слу- 
читься, что функции и и 1, а слеловательно и и, ортогоиальны к ядру 
$ (х, у) — этот случай может представитося, например, для фундаментальной функ- 
ции, ядра К (х, у). Мы приходим, следовательно, к такому результату: | 

Если ядро К (х, у) симметризуемо при помощи копмозиции в симметри- 
ческим определенным ядром, то все полюсы резольвенты — действительные: 
и’ простые. ° 

Это последнее свойство вытекает из того, что две фуидаментальные ‘функ-- 


ции ф(х) и $(9=\ 56.9) +6) 45, соответствующие одному особому значению, 


ие могут быть орт. гончальны. 

Всякое ядро К (х, у), симметризуемое при помощи композиции с симметри- 
ческим определенным ядром, имеет по крайней мере одно особое значение. 

'За`Жоказатёльством отсылаем к заметке Марти (упражнение 4). 

597. Кососимметрические ядра. Если п-е повторное. ядро. К) (х, у). ядра 
К(х, у) есть симметрическое ядро, то можно утверждать, что К(х, у) имеет по 
крайней мере одно особое зиачение и что п-е степени всех особых значений — 
Числа действительные. Рассмотрим, в частности, кососимметрическое ядро (Ла- 
леско), т. е. такое, для которого 


К (у, х) =-К(х, У. 


Первое повторное ядро, очевидио, симметрично, а, следовательно, все полюсы 
разрешающего ядра для К (х, у) — простые действительные или вида р, тде в 
есть действительное число. Не существует действительных полюсов. В самом 
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деле, если бы $(х) была фундаментальная функция для действительного по- 
люса с, то из соотношений 


ь ь 
ое К 9204 =- е(К(е, х) 26) 4 
а а 


следовало бы, что есть с — также полюс резольвенты, а $ (х) — фундаментальная 
функция союзного уравнения, соответствующая этому полюсу. Так как эти две 
функции должны быть ортогональиы, то мы имели бы ф(х)==0, следовательио, 
не может существовать действительного полюса, и все полюсы имеют вид |. 

Пусть в — полюс, а и (х).-- & (х) — соответствующая фундаментальная функ- 
ция; и (*) | # (х) есть также фундаментальная функция союзного ядра, соответ- 
ствующая полюсу — Ш, и условие ортогональности дает: 


ь 5 ь 
\ пах (тах, (шоЧх-=0, 
а а а 


Функция и — # есть фундаментальиая функция ядра К (х, у) для полюса — # 
и япра К (у, х) для полюса м. 


Если ии 9 выбраны так, что \ 2 4х —=1, то нетрудно видеть, что ядро 


в — 


Я (хи —и(х)у 
В (х, у= (х) и (5) (%) 2 (5) 
ро 
и ядро К’(‹, у) —Е (х, у) = К, (х, у) ортогональны. Но А(х, у) есть кососимме- 
трическое ядро, которое имеет два’ простых полюса в и — р; следовательно, 
К\ (х, у) есть. также кососимметрическое ядро. Если в является опять особым 


значением для этого ядра, то после конечиого числа преобразований этого рода 
можно будет записать: 


К 9 (94,0) — р (9 9 (5) 


кие з=), - 


р 


+ К, (х, У), 


где К; (х, у) — новое кососимметрическое ядро, для которого ш и. — в не являются 
больше особыми значениями. Если К’ (х, у) имеет только конечное число особых 
значений. то оно имеет вид: 


К (х, У) = РУ 


#=1 


В случае, если число особых значений бесконечно велико и если ряд, общий 
член которого равен сумме двух „главных сопряженных ядер, равномерно схо- 
дится, то сумма членов этого ряда равна ядру К (х, у). Так как первое повтор- 
ное ядро К) (х, у) отрицательно, то к нему можно применить результат Мер- 
сера; если оно еще и непрерывно, то это ядро равно сумме равномерно сходя- 
щегося ряда: 


+ оо 
Кош =— уе. 
В=1. ви 


Распрострагезие теоремы Гильберта на кососимметрические ядра читатель 
найдет в сочинении Лалеско. 


136 ГЛАВА ХХХИ. ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ $ 598 


598. Фундаментальные функции Шмидта. Шмидт относит каждому 
иесимметрическому ядру К(х, У) лве системы ортогональных функций, 
которые, вообще говоря, никак не связаны с фундаментальными функ- 
циями того же ядра, которые мы рассматривали до сих пор. По Шмидту, 
две функции ф (х), Ф (х) составляют пару союзных фундаментальных функ- 
ций, если они удовлетворяют двум условиям: 


ь , 
$ (х) =А\ К» 5) 65) 45. $) =\\К(5 96) 4; (41 


а 


где значение постоянного \, отличное от нуля, есть особое значенне 
ядра К (х, У). 

Есегда существуют пары фундаментальных функций. В самом деле, 
исключение %(х), из двух уравнений (41) приводит к однородному инте- 
гральному уравнению с симметрическим ядром: 

р. 
ф (х)=№\ К (х, 5) $ (5) 45, (42) 
а 
где 


5 
К) =\ К дк, 044. 


Исключение функции $(х) точно так же приводит к другому интеграль- 
ному уравнению того же вида с симметрическим ядром; 


у 
а 


ь 
ф (х) = 12 | К(х, 5) $ (5) аз, (43) 
где ь 


К(х. )=\КЕХК(Ь $) 4+. 


в. 


я 


Два ядра ^(х, у) и К (х, У) положительны, если считать 6`> а. 
Имеем, например; 


ьЬ ььЬ | 
Ко уу в (ов дажау = | К, ОК 0х ву) ахау = 


Ь ь 
= 4 | К (х, 0 В (х) =" |> 0. 


Из самого способа, каким получены уравнения (42) и (43) из си- 
стемы (41), вытекает, что если эта система для значения параме-ра Х 
имеет решения $,(х), Ф,(х), то Х; есть особое значение для каждого 


из ядер К(х, у), К(Х. У), а ф, и ф, — соответствующие фундаменталь- 
ные функции для этих двух ядер. Обратно, пусть с будет особое 
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значение для одного из этих ядер, например для К. (х у); это число 
с всегла положительно. Пусть $ (х) — соответствующая фундаментальная 
функция. Вели положить 


ь 
9 =Ие (К(, 4) (5) 4, 


а 


то мы легко вернемся снова от двух уравнений 
| 5 
(д =е\ Км, Па $) =Уе (К хз (а 
а 


в 


`к уравнениям (41), причем д=Ис. Мы приходим, таким образом, к тому, 
что задача отыскания всех систем решений уравнений (41) равносильза 
задаче отыскания всех особых значений и фундаментальных функций 
одного из симметрических ядер К(х, у) или К (х, №). Так как все этн 
особые значения одинаковы для обрих язер‘и положительны, то мы их 
обозначим через №, ю,..., считая ),>0. Это сделать возможно, так 
как система (41) не изменяется от замечы \) на —), если при этом за- 
менить ф на — $. Положим теперь, что 9, ф., ...,Ф» ... есть орто- 
гональная и норматьная система, образованная фундаментальными функ- 
циями ядра К\(‹, 5). Вторая из формул (41), если в ней положить } ==), 
ставит функции ф,(х) в соответствие фундаментальную функцию ф, (х) 
ядра К (х, у), соответствукщую тому же особому значению )2. Эти функ- 
ции ф,(х) также составляют ортогональную и нормальную систему. 
В самом деле, из соотношений 


ь . 
фи (х) - (К, х) $ (04, 9%) = | Кб, х) 4, (5) 


вытекает, что 


ь 
оф (ке, х) Кб, 2) 99 (8 Чказ@ = 


в 


|. 
=), ь К. (9.5) 4% = | 9: (0 9, (0) Е 


> 
= 


интеграл этот, следовательно, равен нулю или единице, в зависимости 
от того, будет ли {5&Ё или [==. Обозначим чегез } и Х/Ф коэфи- 
циенты двух рядов Фурье, полученных для функции /(х) по этим двум 
ортогональным системам: 
ь ь 
д= | /(*) 99) ах, ржа ($, (х} 4х. 
а 


а 
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Теорема Гильберта также была распространена Шмидтом на функ- 
ции вида 


Ь 
У) = [Кцхе, 5) (8) 45, (44) 


где й(х) — функция с интегрируемым квадратом, К’(х, у) — несимметри- 
ческое ядро, либо иепрерывное, либо имеющее только те разрывы, ко- 
торые были указаны выше. В таком случае функция 7(х) непрерывна. 
Всякая функция этого вида разлагается в равномерно сходящийся ряд 
функций $; (х). 

Доказательство этого предложения состоит из двух частей. Коэфи- 
циент Д имеет вид: 


ль 1 ( р 
= |\ К(х, 5) $; (х) й (5) 45 4ах= ха (5) &4—-—; 
: : 


ф: (х) 


с другой стороны, ыы 


является коэфициентом ряда Фурье, получен- 


е 
ного для К(х, у), если рассматривать х как постоянное, ибо 
ь 


® 1 . 
ке Уфо. 
я 4 
(1? 2.) |2 
Так как оба ряда (#<2)?, т сходятся, то (5 589) ряд 
29 (1) 


$ (х) =, ` $: (х) (45) 
1=1 


сходится абсолютно и равномерно. Разность 
К (х) =7(х) —5(х) 
ортогональна` ко всем функциям `ф, (х), а следовательно, ик 5$ (х). Чтобы 
доказать, что А (х) ортогональна к Х(х), рассмотрим соотношение: ° 
ь 5 5 
к(>0Е ах = К(х, 95 (х) ах Нк, д вах, 
а а а 


которое, если заменить /(х) его значением (44), можно записать в виде: 


ь Г. ь 
| КЗ Е(5) 4 = (К(х, 15 (х) ах + кс, ВЮ (х) ах. 


ы 


Функция \К(Ь 5) (5) 45 может быть представлена в виде равно- 


а 
мерно сходящегося ряда функций $;({), причем коэфициент при Ф, (#) 
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Ва) 


равен 53 С другой стороны. произведение К`(х, 4) $ (х) можно иитегри- 
1 
ровать почленно, откуда получаем: 
р 
ъ 9 
| ке, 95%) а*= У. ал 
а =} 


Таким образом 
ь 
К, )А (и) 4х0, 
а 


а следовательно, 
ь ьЬ 
(7(е) ю (4х = \\К(, $8) 1 (5$) 4х 4 =0; 


отсюда получаем, как ив 6 589, что остаток А (х) равен нулю, и функ- 
ция Г(х) равна сумме 5(х) ряда (45). Из этой формулы, предполагая, 
что #(х) и #(х) — функции с интегрируемым квадратом, получаем: 


ьь = 
— аш 
К(х, у) 8 (в (у) ахау= }), 5. (46) 
аа 1—1 { 
Точно так же можно показать, что всякая функция вида 
5 
д = (Кб, х)2(5) 4; 
а 


разлагается в равномерно схолящийся ряд ло функциям ф, (х): 
+ оо 
д9=у #9, (47) 
1=1 " 


Применим, в частности, фбрмулу (45) к симметрическому 7лру 


Ь 
К(х, ') = (К(х,) Ку, 5) 45; 


“у 


а 


достаточно положить # (5) = К(у, $), где у рассматривается как постоян- 
ное и мы найдем разложение: 


+09 
к =У 0, и 
1=1. й 


которое представляет равномерно сходящийся ряд относительно каждого 
из двух переменных. Можно также воспользоваться рассуждениями $ 591 
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из которых вытекает, что этот ряд равномерио сходится относительно 


обоих пегеменных, иб? ядро К\х, у) непрерывно. Таким же путем най- 
дем разложение для К’(х. *): 


ва (у) 

(жф, (у 

К(х. ‹) = =. (49} 
у Х 


1=1 


Примечание, Несимметрическое ядро К’(‹, У) вполне определено, если 
известны числа ); и два гяда ортогональных функций $, (х) и $,(х). В самом 
деле, если ы существовало лва ядра К и Н этого вяда, то для всякой функции 
й (х) с иитегрируемым квадратом мы имели бы: 


( [ ии 
{| кооноаь = | НС 91 = У, 9, 
ы #=1 ; 


в 
т. е. 


Г. 
ке $) —Н(, 5115) 4 =0 
а 


лля любой функцни #й(‘), откуда следует, что К=Н, Ялро К(х,у) изобра- 
жается, следовательно, рядом 
(94:0) 
ФУ: 
К (® э=у, А , (50) 
1=| 


если этот ряд равном рно сходится. 

Мы видим, что ве системы ортогональных функний Ф;и $, совершенно 

не зависят одна от другой; одна из них может быть полной, а другая теполной. 

Оиши могут иметь некоторо: количество общих фупкций, соответствующих груг 
п 


другу или нет. Если ядро К\(х, у) имеет вид: Ух, У, то оба ядра К (х, ›} и 
1=1 

К(© у) имеют тот же вил; существует лишь конечное число особых значений, 

и три ряда (18), (1) и (50) с стоят из сумм конечго‘о числа членов, 

99. Те рема Фиш -ра-Риса. Пусть зад на огтогональ ая и нормаль ая си’ 
стема 5, состоящая из бесконечного мноя еств+ функц: Ф, (*), кажгой из кото- 
рых поставлено в соответствие число Д. Для того чтобы эти числа | являлись 
коэфициеатами ряда Фурье некоторой функции /(л) с изтегрируемым квадратом, 

со 


необходимо согласио неравеиству Бесселя, чтобы ряд У. й быд сходящимся. 


1=1 
> 


Обратно, еслл ряд У Я сходится, то существует функция {(‹) с инт 
11 
арируемым квайратом, д я которой коэфициентами Фурье отнэсительнс 
системы 5 будут чиса }. 
Мы укажем только н: главную илею локазательствя этой важной теоремы, 
установленной олновременц. Э, Фише] ом и Ф. Рисом *. 


* Е, Рузспег (Сотрёез гепйчз, т. 144, 1997, стр. 1022. Е, В1ези 00. 
Масвисвеп. 1907; СотрЁез гепацз, т, 144, 1901, стр, 615, №!1е$% 90 ‘ве 
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Доказательство это основано на вспомогательном прелложении, имеющем, 
олнако, и самостоятельное значение, относительно сходимости в среднем. 
Говорят, что последовательность функций 


Нл), ... ‚ [и (х), «++ {51) 


сходится в среднем к предельной функции }(л) в иитервале (а, 6), если 


ь 
- И 
Ни \ 17) — Лод ах==0. (652) 
в=оо. 
а 

Ясно, что условие (52) выполнено, если Х, (х) равномерно сходится к {(*), 
но оно может иметь место также и тогаа, когда /,(х) не и еет предела в обыч- 
ном смысле этого слова. Для схолимосги послеловательности в среднем суще- 
ствует критерий, аналогичный кгигерию Коши {г. Ь $5) для обычной сходи» 
мости. Д.я того чт2бы ряд (51) соодился в ср-днем, необходамо и доста- 


точно, чтобы было: 
ь 


Нал [Дн АРах ==0 (53) 


а 


при неограниченном возрастании чисел п и п+- р. 
1. Условие необходимо. Это получается непосредственно из неравенства: 


ь [4 ь 
м вах = 2 дах +2 [ Вах. 
а а а 


2. Условие достаточно. Этот существениый пункт мы примем без доказа- 
тельства *. Заметим только, что прелельм я функция }(-) ие вп. лне‹ п ‚едел»ется 
условием (52) Если какая-нибудь функция }(х) удовлетворяет этому условию, 
то тому же условию удовлетворяет всякая д.утая функция, полученная прибав- 


дением к ней другой функции и (‹) такой, что м (х) 4х ==0. Обратно, если две 


а 
ь 


функции Х(х) и з(х) удовлетворяют условию (52), то интеграл и (х) — ?(1)]2 ах, 
а 


очевилно, равен нулю, ибо он меньше всякого ланиого положительного числа, 

Таким образом, чт.бы получить все функции, уловлетворяющие условию 
(52), лостаточно к одной из них прибавить функцию, равную нулю во ‘всех точ- 
ках (а, $), кроме точек множества меры нуль. 

Ириняв это положение, рассмотрим ортогонгл ную и нормальную систему $ 
функций $;(л) и отнесем каждой из этих функций число Й; такое, чтобы рад 
[> 2 
У был сходящимся. Положим 


т Фит. (9+... Ыб. 


* Литература на эту тему: Н. \еу1, М йетайзейе Аппе{еп, т. 67, 1909, 
стр. 225. М. Р1Лапсвеге!, Ко аолЕ а Рие-то, 1910, стр. 292; В1е$2, Сотр- 
{25 Юелйиз, т. 150, 1910, стр. 1344; Га1езКо, стр. 91 94. Доказательслво тре- 
бует введения поиятия меры множества и интеграла Лебега, кот-рые до того 
места не являлись необходимыми в нашем курсе. 
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Последовательность функций Ф„(*) сходится в среднем. В самом деле, из усло- 
вий ортогональности следует: 

Ь 

| 9 2 2 , 2 

\ [Фр Фи ЧАН йо +... р, 


в* 


это выражение стремится к нулю при неограниченном возрастании чисел л и 
п-- р. Пусть }(х) будет предел этой последовательности функций Ф„ (л), а }}/— 


коэфициент ь 
\ Ао, (дах. 
а 


Имеем: ь 
4 п п 
ис Фор под -2 Ул УИ 


а 1=1 .=1 


ь п п 
=| \А 4 — У, п + Ум, — ЛР. (54) 


а 1=1 ] 1=1 


Правая часть прегставляет сумму положительных величин. Так как левая 
часть при неограниченном возрастании л стремится к нулю, то необходимо, 
чтобы при любых значениях инлекса Г и при любом положительном числе в 
имело место неравенство: (#; — }:)2 <, следовательно, й; ==}. Таким образом 
коэфициентами ряла Фурье, полученного для функции #), являются данные 
числа Й;. Всякая гругая функция, имеющая те же коэфипиенты Фурье, получится 
прибавлением к }(х) любой функции, ортогональной ко всем функциям системы $. 
В частности, если эта система полная, То всякая функция, имеющая те же коэ- 
фициенты Фурье, что и }(х), может отличаться от }(х) только в точках множе- 
ства меры нуль. ° 

Условие замкнутости ортогональной системы ($ 588) легко получается из 
теоремы о сходимосги в среднем. Предполагая систему 5 полной, допустим, что 
}(*) — функция с интегрируемым квадратом, } — соответствующие коэфициенты 
Фурье. Последовательность функций 


Ф,„=Я фин (Ж)--... № Фа (х) 


сходится в среднем к некоторой предельной функции Ф (х), которая отличается 
от Ё(х) только в точках множества меры нуль, ибо функции Ги Ф имеют оди- 
наковые коэфициенты Фурье, и система $ — полная. Следовательно, интеграл 
ь 


(ус Ф,„] 4х при неограниченном возрастании л стремится к нулю. А так 
а 


< 


и 


У В 
как он равен \ ах 5/1, то, увеличивая п неограниченно, мы придом к урав- 


а 
нению замкнутости (9). Отсюда же можно сделать следующее заключение. Если 
задана полная ортогональная система, то функция Х(х) не обязательно представ- 
ляется рядом Фурье, но сумма $5„ первых л членов сходится в среднем к функ» 
ции /(х), когда л неограниченно возрастает. 
600. Интегральное уравненне первого рода. Фундаментальные функции 


Шмидта входят в решение уравнения первого рода: 


К (х, $) В (5) 45 =7(х), (55) 


5 
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где У(х) — данная функция, а № (х) — искомая. Пусть (9, $) булет пара каких- 
нибудь фундаментальных функций Шмидта, соответствующих особому значе- 
нию };. Если коэфициенты /,, й; имеют то же значение, что ив $ 598, то ШО = 
=У\. Для того чтобы уравнение (55) имело решение #(х) с интегрируемым 


квадратом, необходимо, чтобы ряд ум В был сходящимся. 


Пикар доказал, что это условие является тачже достаточным, если 
функции ф;(х) составляют полную систему. В самом деле, согласно теореме 
ищера-Риса в этом случае существует функция # (<). для которой коэфициенты 
Фурье относительно системы функций $; (х) как раз равны №}. Двё функции 


в 
(®) и кс 5) 1 (5) 45 имеют, следовательно, одинаковые коэфициенты Фурье 
а 


относительно ортогональной системы функций $; (х). Если эта система замкнута, 
то они тождественны или, во всяком случае, могут отличаться только в точках 
множества меры нуль. Если функция }(х), как и функции $; (х), непрерывна, то 
разность межлу этими функциями равна нулю во всем интервале (а, 6). 

Если система функций $;(х) не полная, то можно к функции #(х) приба- 
вить любую функцию, ортогональную ко всем $;. Но согласно формуле (45) это 
не изменит зиачения интегра ‘а 


ь 
| К(х, $1 ($) $. 


Если последовательность функций $; (х) не замкнута, то можно опять опре- 
делить функцию А (х), для которой коэфициенты Фурье А имеют значения / №, но 
из доказательства только вытекает, что 


ь 
кс, две в = а В (а) (56) 


где А (х) — функция, ортогональная ко всем функциям $; (х). Заметим, при этом, 
что, если к функции Х(х) прибавить какую-нибудь функцию, ортогональную 


ко всем функциям $; (х), то коэфициенты }, а следовательно, и вр не меняются, 


т. е. интеграл , 


\К(х, 511$) 45 
: 
сохраняет одно и то же значение. 

Отсюда следует, что среди всех уравнений вида (56), где РА (х) — какая-нибудь 
функция, ортогональная ко всем фувкциям $;(х), сушествует одно и только 
одно, которое имеет решение относительно # (х). 

Примечание 1. Все эти вывохы справедливы также для симметрических 
ядер. В этом случае две ортогональные системы (ф, $,;) совпадают и являются 
полными, если ядро замкнуто. 

Примечание П. Положим, ч70 система фуикций $; (х) — полная. Если ряд 
УЮ ря расходится, то уравнение (55) неразрешимо, но всегда можно найти такую 
функцию Я (х), что 


> 


\К(х, 5) 29) 4 


в 


отличается в среднем от Х(х) как угодно мело. 
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В самом деле, положим 


Иа (=) = Ул; 


1=1 
функция 


ь 
= Ко 


совпалает с суммой п первых членов ряда Фурье для функции / (х) относительне 
системы $;(\). Можно, следовательно, выбрать п настолько большим, чтобы ии» 


теграл ь 


ис9 — др 


а 


был меньше положительного числа в. 

ТП. И ак, интегральное у авнение первого рола © постоянными птеделами не 
всегда имеет решение при произвольной функиии /(х) в правой части. Этим 
объясияется тог факт, что нельзя решить зад.чу Дирихле с помошью потенциала 
простого слоя. ибо тогла плотность определяется уравнением первого рода. 
Впрочем, свойства потенциала простого слоя таьже объясн»ют этот результат. 
В самом деле, известно ($ 538), что производная по нормали р от потенциала 
простого слоя имеет на контуре конечное значение, в то время как частные про- 
изводные гармонической функции, кот рая дает решение проблемы Дирихле, 
могут бьть и бесконечными на этом контуре. 

691. Приближеиие в среднем. Опре'еление сходимости в среднем в иекото- 
рой области может быть распространено на функции м огих переменных. Пусть 
К (ху) бугег несиммегрическое ягро. Расположим особые значения \», опреге- 
лениые в 6 598, в порядке возрастающих величин, и пусть бугет „$, пара 
фунгаментальных функций Шаидта, с ответствующих значению д). принимая 
во внимание условия ортогональности и формулы (4,), которые определяюг функ- 
ции $; (х), $, (*), мы легко найдем: 


ыы м, (6). С у 
и 
РР 1—1 4 аа М 


С другой стороны, полагая в соотношении (48) у=х и интегрируя почленно 
мы находим: 


чо | ь ьь 
У з= ке даж = \\ Ко, К, даха!= 
аа 


11 \“ а 


К*4х ау. 


8-—>°< 
<> 


Следовательно, интеграл Г, при неограниченном возрастании стремится к иулю, 

Этот результат дает возможность получить прнближение в срелнем ялра 
К (х, у) с желаемою степенью точности с помоши-ю суммы конечного числа чле- 
нов, каждый из которых представляет пгоизведениз функции от х на функцию 
от у. Шиидт показал, что предыдущее решение лает наллучшее приближение 
Аля даниого значения числа п. Точиее, если Х; и И; означаюг функции соответ- 
ственно от х и от у, то мы имеем всегда: 


п 


| [керу-уОи«| [кед-Ух и] 4х4», 
Ра аа 1=1 


о р= 


&-—<` 


каковы бы ми были функции Х; и И, если только тжал (МаШетайзейе 
Аппаел, т, 63). 
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ДОПОЛНЕНИЯ и УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Метод Кнезера для симметрических ядер. Пусть К (х, у) — симметриче- 
ское ограниченное ядро; следовательно, след А›„ этого ядра может быть представ- 
лен в одном из двух видов: 


[.7.] ьь 
А„= (( [к (е, 9акай =( (к кк (-9 (храхаь 
аа аа 
и из неравенства Шварца мы получаем новоз иеравенство: 


2 
Ат = Ата Ап 


откуда вытекает, что ряд УА,„/” не может сходиться для любого значения Х, если 
только Аз не равно нулю. Для этого необходимо, чтобы было К) (х, #} =0, а сле- 
довательно, К (х, Ё =0 ($587). 

2 Обобщение неравенства Бесселя. Последовательность п функции $; (х) 
действительного переменного х, которые могут принимать и комплексные значе- 
ния, составляет ортогональную и нормальную систему, если интеграл 


ь 
ув) а ая = (ие 
а 


равеи нулю для {52 и единице при {= (а и а обозначают вообще две сопря- 
женных комплексных величины). На эту систему можно распространить неравен- 
ство Бесселя. Пусть }(х) — некоторая действительная или комплексная функция 
действительного переменного х, такая, что квадрат ее модуля инегрируем. По- 
ложим: 


|.) ь 
= (Уна ая Д= У идах. 


Очевидно, мы имеем; 

Г 

О ОО Е 
или, раскрывая произведение“ 


ь в [22 в ь 
Дусоубдах — У, п Коздая— Ул | оды дах + 
а тт а др @а 


8 
+У Уля (5%) Фи (х) 4х0. 
1 ЕЁ р: 


Принимая во виимание соотношения ортогональности, находим: 
в ь 
2 3 
Уилл = ле Вал. и 
=! а 


Приложение. Положим, что п функций $,92...,9„ ортогональной си- 
стемы удовлетворяют л условиям вида: 
п 


ь 
К) = (К). 9) 43 = Ула 6, 2) 
а 6=1 

10 в: Гурса, =. Ш. ч. 2. 
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где К(х,:) — такое ядро, что |К\(х, У) иитегрируемо, а коэфициенты а,з по- 
стояниы. Тогда справедлиеы состношения: 
п 


ь 
ке = (Кано -= У. ав 9 (3) 
а = 


Применим иеравенство (1) к функции К (х, #), в которой х рассматривается 
как параметр, а # как независимое переменное, и заменим $; {#) на $; (1). Для этого 
положим: 


п 


5 
) В=1 
5 
| 
а 


= 


Согласно неравенству Бесселя имеем: 
п 
> А, А. = 
&=1 
а следовательно, 


Г ь 
фл. льах< (Ик рах 4. 
а а 


Если теперь заменить А, и А, их значениями, то левая часть этого иеравен- 
ства согласно условиям ортогональности будет равна 


Ув в. 


ва=18=1 
Таким образом получаем: 
пп ьь 
У У ав < [Ик брахае. (4) 
&=18=1 аа 


3. Теорема Шура (Зспиг Май. Аппа[еп, т. 66, стр. 508). Пусть К (х, у) 
будет ограниченное ядро, или в более общем случае такое ядро, что |К(х, У 
интегрируемо. Рассмотрим систему $ из п главных функций, принадлежащих 
этому ядру ($ 580), т. е. систему п линейио иезависимых функций $1, 9%... ‚Фи, 
удовлетворяющих соотиошениям (2) предыдущего упражнения. Обозначим через 
Фу, ...,®, Л корней уравнения 


а-® а .. ап 
а а» —® ... а 
Бо= оп... .. о |550, 
@ 1 Я п ... бл ® 


Из системы $ можно всегда взять такую функцию Ф (х), которая бы удовлетво- 
ряла соотношениям: 


К(Ф,) =. ХФ, (х), (Ф, Ф,) = 1, 


и предположить, что и функций Фьф,,...,$„ линейно независимы. Выберем за- 
тем п —1 коэфициеитов с; (Г >> 1) так, чтобы было (Фь, $; — с, Ф!) =0, и положим 
к; (х) = — с. Фа. Ясно, что п— Е функций п, ... ‚ти независимы и ортогональиы 
к функции Ф, (4), а следовательно, функция Ф, (х) ортогональна ко всякой ли- 


$. 601 ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ 147 
нейной комбинации этих п — 1 функций. Мы можем далее иайти линейную комби- 
нацию Ф. функций т»,...,т,, удовлетворяющих двум услоииям: 

К (Ф.) = Ф, +«.Ф,» (Ф.Ф) =1 
и так далее. Продолжая таким образом, мы, очевидно, поидем к ортогональной 


и нормальной системе п главных функций Ф,Ф.,...,Ф», эквивалеитной дан- 
ной системе $ и удовлетворяющей л соотношениям вида: 


«(Ф,) = Ф, 
К (Ф;) = 6 Ф, + о. Ф, 
К (Ф:) = Ф, + Ф. +, Фь 


КФ) = — 6": Ф, - ва Ф›-... ” ‚+ Эл Ф,. 
Применяя неравеиство (4) предыдущего упражиения к этой ортогональной 


системе, приходим к иеравенству: 
ЬЬ 


Херв = | 1, в Раха! 
аа 


откуда без труда получается теорема Шура (см. $ 584). 


4. Симметризуемые ядра ($ 595). Пусть будет К (х,у) симметризуемое ядро 
такое, что ядро 


(х, у) ЩО ЭК у) а 


а 


симметрическое, причем функция 5$ (х,у) сама симметрична и положительна. 
Обозначая л-е повторное ядро ядра К (х, у) через К (®) (х, у), положим: 
ь 


Ка (у) = \ ОКУ а К, (= 0(% у. 


Покажем сначала, что К„(х, у) само симметрично. В самом деле, можно за 
писать: 


Кн (х, = ... |5. КК ыь... Каруанаь... а, 
где пределы у всех интегралов предполагаются а и 6, или еще: 


| СКВ... Куан. ..ав= 


эр 


Ки(х, у)== =} 
... (0 СК... Ку а ав... = 
|... Кок... КУ а... аи = 

1. (к (5 КЫЫ..- КУ... 44, 

Пролелав ту же последовательно.ть преобразований над произведением 

5 КВ) 


и так далее, мы видим, что вообще имеем: 


Ку =... КК... Х 
х К(» р -) 5 (2, 1+:} К (р+ь 1+3) ... К (у) ан 4 ...” Чью 


т, ВИ =— 


10* 
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что можно еще написать так: 


Ки ‘я уу == ({ 5 (©) К их) КФ ву иаю (+Ч=м). 


Меняя местами ри 4, мы видим, что Ки (х, у) = Ки (у, д). 
5. Последовател‘ ность ядер К,(х, У) неограничена, если только С (х, у) 
не равно нулю. В частности, имеем: 
Кор (©, 5) = $ (и, 5) К® (и, х) К® (в, у) 4и 40 = 


— К $ (1, 9) К(Р+1 (и, х) КФ-1 (о, у) аи 4, 
и следовательно, —- 


Кар (х, х) = № $ (и, ©) КФ (и, х) КФ (0, х) аи ао. 


Если бы ядро Кар (х, х) было тождественно равно нулю, то же было бы справед- 
ливо и для интеграла 


Г ь 
№ $, 9) К® (м, х)$ аш = (“ (оао | $ (4,9) К® (и, х) 4, 
Г: [3 


какова бы ии была функция $ (9), в силу обобщенного неравенства Шварца: 
[ оф) ша = [5 худ аи ао х 
х [54 оф о чиао |, 


а следовательно, ядро 


р(®*)=\ 5 (и, 9) КФ) (и, х) аи 


8—5 


было бы также тождественно равно нулю. С другой стороны, согласно самом, 
определению ядра К; (\, У) мы, очевидно, имеем: 


ь 
Кинь ьУ)== {Ка (е, 6) К (и, У) Чи, 

а 
так что, если К» (х, у) тождественно равио нулю, то равны нулю и Кл. ь Ки-,... 
Следовательно, если Кор (х, у) или Кэри (х, У) тождественно равны нулю, то рав `о 
пулю и ядро Кр (х, у). Если в последовательности ядер К„(х, у) нашлось бы 
‹дно, равное нулю, то переходя последовательно от одного к другому, мы полу- 
чили бы, что К; (х, у) =0. Из этого доказательства вытекает, что Кор (х,х) не 


может быту» тождественно равно нулю. | 
Ряд 


Гу) =К(х у) НАК® (ху... МЬ-—К® ху... 
не может быть сходящимся для лю90го значения \. 


* Оно получается, если написать, что двойной интеграл 
5 ве + ода (о) + В ори во 


есть квадратичная положительная функция от аи в. 
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В самом деле, в этом случае был бы сходяшимся и ряд 
5 
отв я 4 Ки (к У) НАК у) +... Нм КУ... 
8 


а следовательно, ряд 
К! (х, х) НАК (х, х) |... Е М-К,(х,х) +... 
Т ким образом согласно обобщенному неравенству Шварца мы имели бы: 


(5, 1) К(Р+1 (и, х) К@-1 (0, х) аи аз |= 


= | \) $ (и, 9) КФ+1 (и, х) КФ+1 (6, “| аа Х 


- 


Хх {1 $ (и, 9) КФ-® (и, х) КФ- 8 (5, х)апаэ } , 


[Кр (х, х) = Кор+а (х, х)- Кор (х, х), 


и рассуждение заканчивается так же, как и для симметрического ядра ($ 587) 
Следовательно, всякое симметризуемое ядро имеет по крайней мере одно 
особое зчачение. 
ьь 
6. Минимум интеггала икс у) —#(х) $ ()рах4у ($ 601). Предпо- 
аа 
ложим, что этот интеграл достигает минимума при некоторой системе функций 
$ (+), $ (5). Заментя $ (х) через ф (д) ар, (х), а ф(у) через $ (у) НВФ (5), по- 
лучим функцию $ (а, 8) двух пзрамегров а и В которая должиа иметь минимум 
при «== =0, каковы бы ни были функции фи (х), $: (5). 


Условие у =0 при а=0, |8-=0 дает: 


ь 
(а) ах | [К ($0) —т@) РОЛ 4у=0, 


в — 5 


а из этого равенства в силу произвольности функции $,(х) необходимо следует: 
ь ь 


кузове | даст. 
а а 


97 
Условие -; —0 дает втор е уравнение того же вида: 


9 
в ь 
{козедах= С’ 0, 
а 
тде Си С”’— постоянные. Так как эти псстоянные заведомо положительны, то 


полученную’ систему можно привести к виду (41), $ 598, заменяя функции ф(х) 


и $(у) соответственно через йф и + и подбирая должный“ образом постоянное Я. 


—— 


ГЛАВА ХХХШ . 
ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


Теория ннтегральных уравнений имеет многочисленные и важные при- 
ложения. Мы рассмотрим некоторые из них, относящиеся к интеграль- 
ному исчислению и математической физике. 


1. ПРИЛОЖЕНИЯ К ДИФЕРЕКЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ 


602. О некоторых свойствах линейных уравнений. Мы установим 
сперва несколько очень простых свойств интегралов линейного урзвяе- 
ния, относящихся к нулям этих интегралов. Пусть будет 


У == р(х)у-|- 9 (х) (1) 


линейное уравненье, коэфициенты которого р и 4 — непрерывные функ- 
ции в ‘интервале (а, 65), где а<В. Известно, что все интегралы этого 
уравнения н.прерывны в том же интервале, и интеграл, принимающий 
значение у, для значения х==х,, заключенного между а и 6, имеет 
вид (П, 5 365): 

х х 
1 ах — | рах 


у==е |5 [94 ^ . (2) 


о 


Из этой формулы видно, что если у, 0, 9=0, то при х>> ху значе- 
ния у положительны. Следовательно, если функция 9(х) не отрицательча 
в интервале (а, 5), то интеграл уравнения (1} при возрастании х от а 
до 6 не может переходить от положительных значений к отрицательным. 
Выводы были бы обратиые, еслн бы было 9 = 0. 
Рассмотрим далее уравнение Риккати: 


4 
Е Ри 4 Чи К, (3) 


коэфациеиты которого. непрерывны в интервале (а, 6). Всякий. интеграл 
и (х), непрерывный в этом интервале, удовлетворяет также линейному 
уравнению вида (1), коэфициенты которого имеют значения: р = Ри - О, 
4 = К. Следовательно, если Ю во всем интервале (а, 6) не отрицательно, 
то прн возрастании х от а до д непрерывный в этом интервале интеграл 
не может переходчть от положительного значения к отрицательному, 
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В более общем случае пусть у(х) — непрерывный в интервале (а,6) инте- 
грал уравнения вида: 


УР +), 


где функции Р(х,у} и Ю(х) непрерывны и где Ю(х) не отрацательна во всем 
интервале от а до 6. Этот интеграл не может переходить от положительных зна- 
чений к отрицательным при возрастании х от а до В, 


Возьмем теперь линейное уравнение второго порядка: 
У-НР(х у + 9(х)у=0, (4) 


коэфициеиты которого непрерывны в промежутке от а до 6. Мы уже 
вндели (т. П, ч. 2, сноска на стр. 116), что между двумя последователь- 
ными корнями любого интеграла у, (х) содержится один и только один 
корень всякого другого интеграла у, (х). Интеграл у, (х) вполне опре- 
делен с точностью до постоянного множителя, если известен один корень х, 
этого интеграла, ибо значением этого постоянного С можно так рас- 
порядиться, чтобы при х==х, производная Су! (х) принимала любое 
даниое значение. Отсюда следует, что корнн всякого интеграла известны, 
если известен один из них, а из упомянутой теоремы Штурма вытекает, 
что все эти корни движутся в одинаковом направлении, еслн мы изме- 
няем положение одного из них. 

Если © (х) <= 0 в интервале (а, 6), то в этом интервале интеграл 
не может иметь более одного корня. Положим, в самом деле, что хо 
и х, суть два последовательных кория какого-нибудь интеграла У (х), 
заключенные между а и 8. Логарифмическая производная и= > этого 
интеграла должна быть непрерывна в интервале от х--& до х—#, 
и когда х возрастает от хе до х,— =", ее значения должны изме- 
няться от {со до — ©. Но это невозможно, ибо и удовлетворяет 
уравнеиию Риккати вида (3), в котором свободный член равен — О (х) 

- ! 


($ 402). Если при х=а, кроме того, >06, то мы видим, что инте- 


грал вовсе не может иметь корня между а и 6. 

Если ©(х) имеет произвольный знак, то число корней иитеграла, 
заключенных между 2 и 6, определяется с помощью другой теоремы, 
также принадлежащей Штурму. Чтобы высказать эту теорему, мы пред- 
положим, что линейиое уравнение представлено в следующей каиониче- 
ской форме: 


а ау 
[64| +=, (5) 


где Ё и г— непрерывиые функции, первую из которых можно предпо- 


ложить положительной. Чтобы уравнение (4) привести к этому виду, 
. Рах 


достаточно умножить все его члены на положительный множитель е 
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Далее рассмотрим второе уравнение того же вила: 


Ар | а 2-0, (6) 


и пусть будут ху и х, два последовательных корня ннтеграла у(х} урав- 
нення (5), заключающиеся между а и 6. Если между ху и х, все время 
имеют место неравенства Ё, < #, #; #8, то всякий интеграл 2(х) 
Уравнения (6) имеет по крайней мере один корень, заключенный между 
Хи Хх. 

Очевидно, достаточно показать, что не существует такого интеграла 
2(х) уравнения (6), который оставался бы положнтельиым между № и 
х:, включая концы. Предположим, что такой интеграл существует, и 
положим: 


Е ау Е аг ищю: 
у ах та ах = 7 

эта функция и должна быть непрерывною в интервале (х, Ре, х, — =) 
и изменяться в этом интервале от -|-- ©© до — <©, ибо функция & 
остается коиечной при х=х и х==х,. Но мы имеем: 

аи 4 4% 

—_ 1 2 
= [2 
ах ах ах 8 Тат + м 


что можно еще записать в виде: 
аи 11 1 111 1 
В ке аа 


Это — линейное уравнение относительно и, коэфициенты которого не- 
прерывны в интервале (ху -+ в, х, — :'), а свободный член положителен 
В Э10м интервале. Согласно доказанному в иачале настоящего параграфа 
это уравнение не может иметь интеграла, который при возрастании х 
от ж-|Е до х, — 8 измерялся бы от сою до— со. Поэтому всякнй 


интеграл уравнения (6) имеет между № и х;, по крайней мере один 
корень *. 


* Мсжно распространвть эту теорему на такие интегралы уравнения (6), 
которые имеют корень хь. В самом деле, пусть такой иитеграл, для которого 
2 (‹0) =0; мы докажем, что этот интегрл имеет по крайней мере еще один 
корень между хуи х,. Действительно, выберем число с между хо и.х: доста“ 
точно близко к хь Так, чтобы оба отношения 


У(х) _ 1 д__2(® 1 
=, Е ы 


были непрерывны и положительны между хи с. Полагая 9—=й—», мы полуз 
чаем, в силу уравнений (5) н (5): ' 


40 ат 1 2 
Их 4х Ч В ЕН а, 
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Приложения. 1. Рассмотрим уравнение 


нот 


= 


которое отличается от уравнения Бесселя только заменой ‹х на —х. Если изме- 
вить х от положительного числа {до иекоторого значения, большего р то 
коэфициент лт-{ будет в этом интервале больше, чем /х1- Следовательно, 
между двумя произвольнымв корнями интеграла вспомогательного уравнения 


Е: 
ду" + ху = 


превосхолящими / содержится по крайней мере один корень рассматриваемого 
уравнения. Так, если мы возьмем 4# > (1 — 1)% то вспомогательное уравнение 
Ак 


будет иметь интеграл вида ха $1 {615 х}, нулями которого служат числа г’, сре- 
ди которых есть бесчисленное множество такнх, которые превосходят {[. Следо- 
вательно, всякий интеграл рассматриваемого уравнения имеет бесчисленное 
множество положительных корней. 

2. Предположны, что & положительно и заключается между а и 6, и пусть 
будут {[ и Ё нижияя и верхняя граница для 2, причем { — число положительное. 
Пусть будут, далее, т и М числа, играющие ту же роль по отношению к функ- 
ции А. Сравнение уравнения (5) с двумя вспомогательнымн уравнениями 


г ( шЧУ) + 1У= 0, @) 
х (ма. ) +0, (8) 


дает возможность определить число и расположение корней интеграла у (х), 
заключак щихся между а и 6. 


# 


1 1 
—к+2«-& (2+) + оеметья 


или 
ди __1 
ах Ё 
не зависящий от о член в правой части отрипателен или равен нулю между хо 
ис имы имеем 9 (х) ==0. Отсюда следует, что 9 (х) отрицагельно, слодовательно 


ф (х) — о, (с) = и (6) 


положительно. Отсюла слелует, что если бы интеграл 2(х) не обр щался в нуль 
ни между ли лх, и при значенни х,, то функция и (\) изменилась бы от поло- 
жительного значения до — сою при возрастании х от с до хь невозможность чего 
уже доказана. Если бы было одновременно 


2 (хо) == 2 (41) ==0, 


то мы также показали бы, что ® (с’) — ®, (с’) отрицательно для зиачения с’, заклю- 
ченного между хо и х! и весьма близкого к ху разиость ® (х) — в: 'х) перехо- 
дила бы от отрицательного аначення к положительному пги возрастании х от @ 
ло с’ (-м. Восвег, ТгапзаеКоп$ оф фе Атегсап Майетайса! Зосту, 1902, 
стр. 196). 
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С олной стороны, межлу двумя последовательными иулями инте- 
грала 2(х) существует по крайней мере один корень интеграла у(х). 
С другой стороны, между двумя последовательными корнями у(х) нахо- 
дится по крайней мере одии корень интеграла У(х). Но вспомогатель- 
ные уравнения (7) и (8) суть уравнения с постоянными коэфициентами, 
и нули интегралов У(‘) и 2(х) равны соответственно 


аку, НАУ, 


гле аи В — любые числа, К и К’ — произвольные целые числа. Отсюда 
следует, что разность х; — хо двух последовательных корней интеграла 


т 
у(х) не может быть меньше п 1! не может быть больше 


М М 
п т: Другими словами, всякий интервал длины п 7 › заклю- 
ченный в интервале (а, 6), содержит по крайией мере один корень инге- 


т 
грала у(х), и инте, вал длиной п и т не может содержать более одного 


корня. Если уравнение у(х)==0 имеет п корней ху, х.,...,х,_1, за- 
ключенных между а и 6, то эти л корней вместе са и 6 определяют 


р 
п--1 интервалов, длины которых меньше, чем п ИТ. Таким 0об- 


разом имеем: 


ео" >84 или Я 


С другой стороны, длина каждого из п—1 интервалов, заключенных 


т 
между двумя последовательными корнями, больше, чем п И”. Сле- 


довалельно, мы имеем: 


(п—1)т Ит<ь-а или паи С. 
1 п т 


Если & отрицательно между < и 6, то, как мы видели, интеграл урав- 
неиия (5) имеет не больше одного корня в этом интервале. Если & 
в интервале (а, $) меняет знак, то для разности двух корней можно 
дать только нижнюю границу. 

603. Новые задачи для линейных уравиений. Мы видели выше ($ 551), 
как решеиие задачи Коши для линейного диференциального уравнения 
привело к интегральному уравнению типа Вольтерра. Изучение некото. 
рых граничных задач, в которых интеграл должен удовлетворять усло- 
виям, где участвуют оба предела одновременно, приводит аналогичным 
образом к интегральиым уравнениям Фредгольма. Мы ограничимся слу- 
чаем уравнения второго порядка. Фундаментальные функции этих урав: 
нений Фредгольма содержат в качестве частных случаев большое число 


$ 603 1. ПРИЛОЖЕНИЯ К ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ: 155 


семейств ортогональиых функций, которые уже раньше встретились 
в различиых вопросах анализа или математической физики. Отыскаиие 
этих фундаментальных функций приводится вообще, как мы это не- 
сколько далыше увидим, к следующей задаче. Пусть задазо линейное 
уравнение второго порядка: 

а а 

21 | +0 Ву, бо 


где \ — параметр, №, ги х— функции от х, первая из которых поло- 
жительна в интервале (а, 6). Найти такие значения ), для которых су- 
ществует интеграл у(х), отличный от нуля, непрерывный между аи ф 
и удовлетворяющий граничным условиям слёдующего вида: 


а а 
А (2) Ву (а) =0, А, (=) + В: у(5) =0, (10) 


где А, В, Ау и В, суть данные постоянные, В случае, который мы бу- 
ден рассматривать, существование бесконечного множества такнх зиаче- 
ний ^ является непосредственным следствием теории интегральных урав- 
иений. Свойства ортогональиости выводятся весьма просто нз рассмот- 
реиия самого диференциального уравнения. Пусть, в самом деле, \, и 
\, — два значения параметра ), каждому из которых соответствует инте- 
грал уравнения (9), уловлетворяющий предельным условиям (10). Эти 
два интеграла у, (х) и у,(х) удовлегворяют также следующему соотно- 
шению, которое получается из двух диференциальных уравиений исклю- 
чением коэфициента 2: 


а 4, | ы ВЕ — 
ха ах | 0 -— ли, = 
а 4 _ 
= 9 ах инь 2) 131: —0, 


откуда получаем: 


Г.) 
. а 4 5 
ы— | г (х) У; (х) уз (х) 4х = | (.. фл ть =) 


Но из граиичиых условий (10), которым, по предположению, удовлетво- 


Чу. Чу. 
ряют обе функции у, (х) и», (х), вытекает, что разность у, —— Ч —\ 


при х =а и прн х== равна нулю. Поэтому, полагая ), Е №, имеем: 
ь 
(и (ху, (ду, (#) 4х =0. (11) 
а 


Изучен также случай, когда функция №(х) обращается в нуль при х —а 
или при х==6. Если №(4)==0, то первое граничное условие лолжио 
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быть заменено условием, что интеграл остается конечиым при х=а. 
Если также и (5) =0, то второе граничное условие заменяется анало- 
ГИЧНЫМ. 

601. Определения интеграла по его зиачениям у (а) и у(5). Мы по- 
дробно изучим наиболее простую из упомянутых задач, а именно 
нахождение интеграла, принимающего данные значения на концах 
интервала. 

Можно, очевидно, предположить, что эти значения равны нулю, так 
как достаточно сделать простую замену искомой функции, чтобы притти 
к этому случаю; в дальнейшем мы будем предполагать, что это приве- 
дение выполнено. Рассмотрим уравнение; 

4? 
Чея-=АА (я) у /(%), (12) 


где А (х) и Х(х) непрерывны в иитервале (а, 5). Чтобы к этой новой 
задаче применить метод последовательных приближений, мы приходим, 
как мы это уже неолнократно видели, к разысканию раз ожения иско- 
мого решения по целым степеням \, формально удовлетворяющего урав- 
нению (12); это разложение имеет внд: 


У= У (х) \у, (+... му, (х)-..., (13) 


причем каждый коэфициент обращается в нуль при х==@ и х==6. 

Первый член у,(х) получится как решение граничной задачи для 
простейшего уравнения, получаемого при \=0. Но общий иитеграл 
уравнения у, (х) =/(х) имеет вид: 


Ус (х) )=( (*— 5) /(5) &- Сх-С,; 


а 


определяя постоянные С; и С, так, чтобы было у, (а) = у, (5) =0, мы 
найдем, что искомый интеграл есть 


»9=| 


его можно написать в виде: 


5 
9 = \К(» $) 1) %, (14) 


а 


4 ‚ 


если положнть 
К (х, э=@— 6—9 при 5 = х, ] 
(х—а)($—5) 
6 —&в 


(15) 


К (х, 5) = при а=>х. 
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Эта ‘функция К (х, $), которая в последующем будет играть сущест- 
венную роль, очевидно, непрерывна и симметрична относительно хи $5, 
Рассматриваемая как функция от х, она представляет интеграл уравне- 
42 
хз 
изводная при изменении х от $—е до 5-е увеличивается скачком на 
единицу; но вторая пронзводная непрерывна. Изображающая эту функ- 
цию кривая состоит нз двух сторон треугольника, имеющего вершины 


в точках 
({х—= а, у=0), (х=Ь, у=0) [== ева 


ния ‚ первая производная которого разрывна при х==$. Эта про- 


Все остальные члены ряда (13) легко иайдутся рекуррентным путем; 
вообще у,(х) представляет интеграл уравнения 


4? 
д А (8) ил, 


который обращается в нуль при х=а и при х=ё. Таким образом 
согласно только что проведениым вычислениям 


ь 
Ун(х) = К(х, $) А (5) „1 (5) 45, 
8 


но это как раз те выкладки, какие нужно было произвести для реше- 
ния методом последовательных приближений уравнения Фредгольма: 


ь. ь 
(к) =%\К(ж $) А (5) › (54; > (К(х 5) /(8) 45. (16) 


а 


Этот факт легко объясияется самим способом взедения функции К (х, 5). 
В самом деле, если интеграл у(х) уравнения (12} равен нулю при х==а 
и при а=6, то вычисления, проведенные для уравнения у” == Х(х), 
доказывают, что у(х) удовлетворяет интегральному уравнению (16). 
Обратное предложение доказывается непосредственно. Итак, нахожде- 
ние интеграла уразнения (12), обращающегося в нуль при х=ай 
х—=6, приводит к решению уравнения Фредгольма (16). Отсюда видна 
существенная разница между задачей Коши и этой иовой граничной за- 
дачей. В то время как метод последовательных приближений при реше- 
нии задачи Коши приводит к всегда сходящемуся ряду, ряд (13) схо- 
дится только при достаточно малых значениях |}|. Кроме того, как мы 
это сейчас увидим, существует бесчисленное множество зиачений ), для 
которых иовая задача возможна только в том случае, если /(х) удовле- 
творяет дополнительному условию. 

Положим сначала, что данное значение параметра Х не представляет 
особого значения ядра К(х, 5) А (5). Согласно общей теории, уравне- 
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ния (16) имеет в этом случае единствеиное решение, которое можно 
предетавить в Виде: 


ь 
у(*) — (166) Н(х, $) 45, (17) 


где Н(х, 5$; *) есть мероморфная функция от )\, которая ие тождест- 
венна с резольвентой, но может быть из нее легко получена. Кроме 
того, подставив в соотношение (16) вместо у(х) его выражение (17) и 
записав, что получится тождество, мы придем к функциональному урав- 
нению, определяющему функцию Н\(х, 5; А): 


Н(х, $; \) ==К(х, 8) + х Кс РАЮНКЬ $; 4 (18) 


Мы видим, что функция Н(х, 5; №) представляет сумму двух членов, из 
которых второй член Н, в интервале (а, 0) представляет непрерывную 


ан. 
функцию, так же как и его производная х - Согласно свойствам ядра 


К (х, 5) имеем; 
@Н @Н, 


4х ал? 


1==ХА (х) Н (х, 5; №), 


ан 
следовательно, производная —- имеет при х==5 тот же разрыв, что 


ах 

К (х, $), а Н обращается в нуль для произвольного $ при х==а и при 
х-0. Эти свойства определяют функцию Н(х, 5; ^). Пусть, в самом 
деле, у, (х, №) и у, (х, ) будут два`интеграла уравнения 
4? 
НА (#) 5, (19) 
непрерывиые вместе со своими производными У (*), У {х) в интервале 
(а, 6) и удовлетворяющие условиям Коши: у, (а) = 0, у, (а) = 1, у, (6) = 0, 
у. (6) =1. Всякий интеграл уравнення (19), который при х=а обра- 
щается в нуль и который иепрерывеи вместе со своею производною 
в интервале (а, 5), имеет в этом иитервале вид Су, (х, №). Точно так 
же, если он вместе со своей производной иепр›рывен в ннтервале (5, 2) 
и обращается в нуль при х=ё, то он в этом интервале имеет 
вид Суу, (х, А) 

Для того чтобы фуикция была непрерывна при х==$, а ее произ 
водная имела тот же скачок, что и производная от А (х, $), необходимо, 


чтобы было: 
С. ($, ^) — С}: (5, ^) =0, 
С. (5, ) — Су (5, =. | (20) 


Эти уравнения вообще, дзют конечные значения для С; и С,. Случа», 
когда детерминант у,у — у,у; равен нулю, будет рассмотрен в следую- 


щем параграфе. 
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Если мы умеем интегрнровать однородное уравнение (19), то для всех слу- 
чаев, кроме этого исключительного, можно составить фуикцию Н/(Хх, 5; А), кото- 
рая играет ту же роль в гешении этой проблемы, что и функция ф (х, а) в ре- 
шенин задачи Кошн (т, П, 6 401). Легко показать, что функция у(х), данная 
формулой (17), дает решение задачи. Действительно, эту формулу можно напн- 
сать в виде: 

[2 ь 


ую К 91695 + (Ни, $910) а5 ит) 
а Г: 
где функция Н/ (х, 5, ) вместе со своими производными иепрерывна между а 


и 6. Диференцируя это соотношение дважды и принимая во внимание характе- 
ристическое свойство К`(х, 5), получаем: 


[1 Ь 
у’ =) + ло @ =) ча («У Н(», $) 148) 48, 
х. е. 


У" (%) =} («) + Ах) у. 


605. Изучение особых значений. Если \ есть особое значение для 
ядра К (х, 5) А (5), то однородное интегральное уравнение 
5 


$ (х) = (к(>, 5) А ($) 4 (5) 4 


имеет отличное от нуля решение, а следовательно, уравнение (19) имеет 
интеграл $ (х), который обращается в иуль на концах интервала (а, 6}; 
отсюда следует, что каждому особому значению соответствует только 
одна фундаментальная функция. Этих особых значений ициеется бес- 
конечное множество. Мы сначала докажем, что К\(х, $) есть определен- 
ное ядро. С одной стороны, это ядро замкнутое. Если, в самом деле, 

ь 

$6) = Кб», $) 9 (9) 4—6 

а 
при любом х, то $” (х) =$(х) =0. Кроме того, все особые значения 
ядра К (х, $) отрицательны, ибо чтобы иайти эти особые значения, 
иужно иайти такие значения ), при которых уравнение у” = у (х) имеет 
‚интеграл, который в точках а и $ обращается в иуль. Эти значения, 


2 
очевидно, имеют ви — ( ) ‚› где м — целое число, а фундаменталь- 


р —а 


пп (х— а) 
$11 мы . 


ные функиии суть 


Отсюда следует, что ядро К(х, 5) А (5) принадлежит к классу ядер, рас- 
смотренному в $595. Следовательно, резольвента имеет бесконечиое 
множество полюсов, которые все являются действительными и простыми, 
и каждому из них соответствует единствеиная фундаментальная функ- 
ция. В частном случае, когда функция А(х) между а и В сохраняет 
знак. ядро А(х, 5) А (5) есть ядро Шмидта, и поиложениые свойства 
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доказываются еще проще (5 593). Еслн, например, А (х) отрицательно, то 
все особые значения положительны. Применение метода Шварца дает 
возможность определить один за другим полюсы резольвенты и фунда- 
ментальные функции *. 

Уравнение Д (\) =0, которое дает особые значения, может быть по- 
лучено непосредственно из диференциального уравнения. Пусть, в самом 
деле, у, (х, Х) будет интегралом уравнения (19), который удовлетворяет 
начальным условиям у, (а, }) =0, у, (а, \) =1. Этот интеграл есть це 
лая функция параметра ), которую можно разложить в ряд по степе- 
ням ), вычисляя коэфициенты методом последовательных приближений 
(т. П, $ 390). Если записать, что этот интеграл обращается в нуль и 
при х=, мы получим уравнение у, (6, \) =0, целое относительно \, 
корни которого и будут искомыми особыми значениями. Можно заме- 
тить, что то же уравнение получится, если мы приравняем нулю детер- 
минант У, (5, №) у1 (5, №) — У; (5, 1) У {5, Х) уравнений (20); так как уравие- 
ние (19) не содержит члена, содержащего у, то этот детерминант не 
зависит от $ (г. ИП, $5 400) и совпадает с — у (5, )). 

606. Охлаждение иеоднородного бруса. Метод, изложенный для про- 
стого случая, рассмотренного в предыдущем параграфе, без труда мо- 
жет быть распространен иа уравнения второго порялка более общего 
вида с иесколько менее простыми предельными условиями. Пусть задано 
линейиое уравнение второго порядка: 


У-Р(х)У- {9 (<) + г (х) } у= (ах), 


где коэфициент при у прелставляет линейную функцию параметра \, и 
пусть требуется разложить в ряд по степеням \ его интеграл, удовле- 
творяющий начальным условиям вида (10). Первый член разложения мы 
получим, если разрешим ту же задачу для уравнения 


УР у а(ху=Л(х); (21) 


применяя метод вариации произвольных постоянных, мы можем пред- 
[2 


ставить этот интеграл в виде кс», 5) 1 ($) 4$, где К(х, 5) есть фуикция, 
а 

зависящая одновременно и от граничных условий и от коэфициентов р (х) 

и 9(х). Если эта функция К (х, 5) определена, то решение поставлен- 

ной задачи общего вида с помощью вида (20) приводится к решению 

интегрального уравнения: 


5 ь 
У(*) + К(% 5) 7 (5) у (5) 48 = | К(% 5) 1 ($) 48, (22) 
а а 
ядро которого равно — К (х, 5) (5). Примеиим этот метод к задаче об 
охлаждении неоднородного бруса. 


*Е. Р1саг@, Тгайё 4’Апайузе, т. Ш, гл. УТ. В случае, когда А(х) имеет 
произвольный знак, см. также днссертацию Защее\ую (Аппа@$ ае ГЕсые 
Иоттиие, 1903). 
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С аналитической точки, зрения задача сводится к.слздующему: Найти 


интеграл уравнения 
3. 30 зи 


обращающийся при $=0 в данную функцию ( (х) {0 < хД) и удов- 
летворяющий, кроме того, граничным условиям: 


зи 
хх 10=0 при х=0, 


(23) 
ЕНИ=0 при х==Х; 


где йи НЬ— положительные постоянные, а А(х}, /(х), 2(х) — функций 
от х, которые по их физическому значенню существенно положи- 
тельные. 

Мы начием с нахождения простых решений вида: 


0 = че-м, 


где \ — постоянное, а о — фуикция от х, удовлетворяющая граничным 
условиям (23). Заменяя в ‘урагнении (22) (7 через че-М, мы видим, что 
функция 9 должна быть интегралом линейного уравнения: 


а а 
+050, (24) 


и вопрос сводится прежде всего к нахожденню таких значений ^, для 
которых уравнение (24) имеет отличный ‘ог нуля интеграл, ‘удовлетво- 
ряющий граннчным условиям (23). Эги. значения Х представляют собой 
кории трансцендентного уравнения, ‘которое ‘нетрудно составить. В са- 
мом деле, пусть У(х. ^) будег интеграл уравнення (24), удовлетворяю- 
щий начальвым условиям: 

аи 


У (<, 3) =1, д=й при х= 0. 


Этот интеграл представляет целую функцию параметра А. Если теперь 
а 
записать еще, что при х==Х должно быть Я НУ ==0, то мы полу- 


чим уравнение, целое относительно А, 0) (\) =0. Корни этого уравнения 
как раз и будут искомые значения параметра. 

Опираясь на теоремы Штурма о колебаниях, можно доказать, что- 
это уравнение имеег бесчисленное множество действительных и различ-. 
ных корней *. Мы покажем, что эти ‘корни представляют собой особые 


* ]огфап.:. `Сопгз а”Апаузе, -т,: Ш. Опреде-ен ые таким образом. функцни 
суть функции Штурма-Лиувиля (Лоигаа ае ЛоцоЦ.е, 1. |}.. 


11 9. Гуров, & Ш, ч. 2. 
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значения некоторого ядра Шмидта. Для этого прежде всего решим сле- 
дующую задачу: найти интеграл линейного уравнения 


д фю=Л, (25) 


‘удовлетворяющий граничным условиям (23). 

Пусть будут о, (<), 9, (х) — два различных интеграла уравнения без 
правой части. Метод Коши (т. П, $ 401) легко дает общий интеграл урав- 
нения с правой частью: 


9 (+) == Су; (=) С, (®) - | {, (5) 1, (+) — 9, (5) э (х)} (8) 45; (26) 


мы предположим для простоты, что 
Е (0) =1, 9; (0)=1, 9, (0)=0, 9,(0)=0, (0) =1. 


Если теперь записать, что функция 9(х) удовлетворяет двум усло- 
виям (23), то для постоянных С; и С, найдем значения: 
х х 
__ Ао, (<) — Во, (5) Аз, ($) — Въ, (5) 
<—| 7 ААВ 1(5) 4, С,==й — ААВ о 1 ($) 45, 
[1 


причем мы положили: 
д= (Хх) Но. (Х), В=%(Х) Е Но, (Л). 


Искомый интеграл, следовательно, имеет вид: 
Хх 
о (х} == \ К(х, 5) (5) 45, (27) 
А 
если положить 


9, (х) Р №, (х) 


К(х, $) = А ив [Аъ, (5) — Во, (5}] при хз, 
К(х, $) = ее [Ао, (х)— Во (х)] при 5=х. 


Доказательство предполагает, что А -|- В отлично от нуля. Если бы 
эта сумма была равна нулю, то интеграл 9==х, (х) - №, (х} однород- 
ного уравнения удовлетворял бы граиичным условиям (23). Но отноше- 

! 


ей 
ние „_ при Х==0 положительно, а коэфициент / при © по предполо- 


жению отрицателен. Следовательно, это отношение при возрастании х 
от 0 до Х не может перейти от положительного значения А к отрица- 
тельному значению — Л (5 602). 
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Всякий интеграл уравнения (24), удовлетворяющий граничным усло- 
виям (23), представляет, следовательно, решение однородного интеграль- 
ного уравнения 


Хх 
(+1 К(, 5) (9) (5) 8 =0, (28) 
0 


которое получается из уравнений (25) и (27) заменой /(х) на Аа (х)у (х); 
обратное предложение также справедливо. Ядро К(х, $), кроме того, 
замкнутое, ибо если бы существовала такая непрерывная функция ф (х), 


что интеграл х 


\ ке. $) (5) 4 


был бы равен нулю при любом х, то уравнение (25}, в котором Х(х) 
заменена на $(х), имело бы частный интеграл о = 0, а следовательно, 
функция $ (х} была бы равна нулю. Так как #(х) положительно, то 
ядро К (х, $} 2($) есть япро Шмидта, и существует бесчисленное мно- 
жество особых значений, которые все действительны и которые явля- 
ются простыми полюсами резольвенты. Каждому из этих особых значе- 
ний соотвегствует единственная фундаментальная функция, ибо два 
интеграла уравнения (28), удовлетворяющие граничным условиям (23), 
могут отличаться только постоянным множителем. 

По соображениям, аналогичным вышеприведенным, ни одно из этих 
особых значений не может быть отрицательным. Пусть »;, №», ..-, А... 
будут эти особые значения, расположенные в порядке возрастания, 
$1 (х}, Ф- (х), ...— соответствующие фундаментальные функции. Если 
функция (4(х) может быть представлена равномерно сходящимся 
рядом вида: 


(о (х) = 241 (х) -- а, (х) Е... ран, (х) + ..., (29) 
с постоянными коэфициентами а; а,,..., то функция 
И(х, В = ве ф, (х) - ав, (х) |... (30) 


удовлетворяет всем условиям задачи. Мы оставим в стороне рассмотре- 
ние условий, достаточных для того; чтобы функцию Ц (х) можно было 
разложить в равномерно сходящийся рял вида (29). 

607. Изучение особого случая. Может случиться, что применсние 
метода последовательных приближений будет невозможно уже вначале 
из-за того, что первое подлежащее решению уравнение не будет иметь 
интеграла, удовлетворяющего данным граничным условиям, Пусть, на- 
пример, требуется найти интеграл линейного уравнения 


У—А(х УЛ (х) (31) 


такой; что у’(а) = у' (5) =0. Чтобы применить обычный метод; нужно 
сначала найти интеграл уравнения у”==/(х), удовлетворяющий этим 


11% 
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условиям. Но такой интеграл существует только, если функция /(х) 
удовлетво]} яет условию: 


> 


1 (%) 9х —=0, (32) 


я. — 


и в этом случае. существует бесчисленное множество интегралов, пред- 
ставляющнх решение задачи; все они даются формулой: 
5 


уд =\ К(х. 5) 16) @ + С; (33) 


где С— произвольное постоянное, а ядро А(х, у} равно х—5 для 
$=хи нулю для $ =х. 

Если же функция /(х) не удовлетворяет условию (32), то обычный 
метод последовательных приближений к уравнению (3!} неприменим. 
Чтобы обойти эту трудность, необходим новый прием. Всякий интеграл 
уравнения (31), для которого. 


У (а) =у' (8) =0 


удовлетворяет также условию 
[2 ъ 
1} (=) (9) ах \ 1(ах=о, (34) 
а 


которое аналогично условию (32). Кроме того, этот интеграл представ- 
Ляет также решение интегрального уравнения: 
Ь Ь 
5(х) = \К(х, 5).А (5) у(5) & +\ К(х, 5) /(9) 4 -- С, — 135) 
; 


а 


которое получается из уравнения (33) заменой /(х) на /(х) - ХА (х)у (х). 
Мы имеем, таким обра.ом, систему д’ух уравнений (34) и (35) для 
определения неизвесгной функции у(^х) и постоянного С. Постояннае С 
можно исключить, если в уравнение (34) подставить ‘значение у(х), по- 
лученное из формулы (35). Мы получим тогда соотношение: 


керио 


$ 5. Га 
+ кс», А 94% +9 абошк- шк о, 


ь 
из которого находим значение С, если только \ А (х) 4х не равен нулю. 


. а 
Ограничимся этим случаем и подставим полученное. значение С з соот- 
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ношение (35). Мы получим для определения у (х) уравнение Фоедгольма: 


|. 
ь ь (ах 
У(1)=%\ К, (х, 5) А (5) (5) 48 + | К, (х,5)16)% ———, (80) 
ы “ \) Аодах 


я 


ге мы полагаем: 
Г. 


\ Кс», 4 (%) 4х 
К, (х, 5) =К(х, $) —* ==К(х, 5} —Ф ($). 


А (5) ах 


._—>® 


Новое ядро К, (х,5) получается ‘из ядра К’(х, $} вычитанием функции 
от $, выбранной так, что 


ь 
|, (х, 5) А()ах=0. 


Всякое решение интегрального уравнения {36} действительно удо- 
влетворяет требуемым условиям. С одной стороны, это решение пред- 
ставляет интеграл уравнения (31). ибо оно удовлетворяет также ` инте- 
гральному уравнению (35). С другой стороны, достаточно проделать 
процесс, обратный только что привеленному, чтобы видеть, что эта 
Функция удовлетворяет также условию (34). Так что в этом случае ре- 
шение задачи дается интегральным ‘уравнением (36). Полученный резуль- 
тат`дает простое объяснение тому, что метод последовательных прибли- 


жений неприменим в общем случае. В самом деле, если и») 4х не ра- 


а 
вен нулю, то искомый интеграл. у(х, *), рассматриваемый как функция 
параметра Х, имеет, кроме полюсов резольвенты, еще полюс 4 ==0, 
рроисходящнй от свободного члена интегрального уравнения. 


Примечание. Если Х есть особое значение ядра К; (х, 5) А (5), то одно- 
родное уравнение у” ==А {х}-у имеет интеграл, который не равен тождествеино 
нулю, и производная кот ро!о равна иулю`в крайних’ точках аи 65. Эти особые 
значения представляют также особые згачения бесчисленного множества лругих 
ядер того же вида. Рассмотрим вообще олноролное интегральное уравнение: 


|.) 
949) = | К 659 46) 96948, (37) 
а 


для которого 


ь 
ких ЗА) Чх==0, 
& 
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Отсюда непосредствеино следует, что и 


ь 
(лота =0 


для всякой фундаментальной функции $(х) этого ядра, и следовательно, $ (х) 
удовлетворяет также новому уравнению: 


$ 
$09 | (5) + 149 169) 43 (28) 


а 


при любой функции Х переменного х. Всякая фундаментальная ‘функция хдга 
К! (х,5) А (5) есть также фундаментальная функция ядра { К: (х, 5) +х} А (5), 
соответствующая тому же особому значению. Обратно, если функция ф(х) пред- 
ставляет решение уравнения (38), то она удовлетворяет также соотношению: 


Ь |. ь 
фа (фесдах=А (А (5) 8) аз. | ХА (=) ах. 
а з а 


Следовательно, мы имеем: ь 
лрде(дах=0, 
если только произведение “ ь 
^( ХА (х) ах 
а 


отлично от единицы. 

В первом случае ф(х) представляет также решение уравнения (37); при вто 
ром предположении ) получает определенное значение, которому может соотьет- 
ствовать только конечное число различных решений уравнения (38). 


608. Периодические решения. Аналогичный прием дает возможность 
привести к решению уравнения Фредгольма нахождение периодических 
решений линейного уравнения: 


У" (х) = ХА (х)у-- Л(х), (39) 


где А (х) и Л(х) суть периодические функции с периодом ®. Интеграл 
этого уравнения будет периодическим, если 


У (5) ==(0), У’ (в) = (0). 


Рассмотрим сперва уравнение, полученное в предположении )—=0. 
Для того чтобы это уравнение имело периодическое решение, очевидно, 
необходимо, чтобы было: 


® 


\уфах=0; 
Г 
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это условие выражает, что у’ (в) == У' (0), и если это условие выполнено, 
то существует бесчисленное множество интегралов, выражающих реше- 
ние задачи; 


у [е-элов- = [вэб 
0 у 


где С — произвольное постоянное. Можно также написать этот интеграл 
в виде: 


у = {К(х, 9/8) 8 С, 


где А(х, $) равно (и —о) для 5< хи равно 2 —в) для х<5. 


Положим теперь, что уравнение (39) имеет периодический интеграл. 
Этот интеграл удовлетворяет двум условиям; 


& ® 


114%) (#4) ах (д ах=0, 
[о 0 


у(*) = \ К(х, 5) ВА (5) у (8) -- 76) 48+ С. 
[п 
© 
Предполагая, что \4(х) 4х отличен от нуля и исключая С, мы придем, 
0 
как и в прельдущем параграфе, к интегральному уравнению, ядро ко- 
торого имеет вид А, (х, $) А (5), где К, (х, 5) отличается от А(х, $) 


только иа функцию Ф (5}, выбранную так, чтобы к (х, 5) А (х) ах был 
о 

равен нулю. Все соображения, которые были приведены по поводу урав: 
нения (36), применимы также к этому уравнению. Предполагая /(х) = 0, 
мы получим одиородное интегральное уравнение, решения которого 
представляют периодические интегралы уравнения у”==)А(х)у, если 
соответствующие значения ) представляют особые значения ядра. Эти. 
особые значення представляют также особые значения для ядра вида: 


(К (х, $) - Ф(х*) —Ф(91А (5, 


где Ф(5} определена так, как это указано выше ($ 607, примечание). 


1. ПРИЛОЖЕНИЯ К УРАВНЕНИЯМ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 


609. Задачи, относящиеся к гармоническим функциям. Одно из пер-, 
вых и наиболее изящных приложений теории Фредгольма представляет 
задача Дирихле. Мы рассмотрим эту задазу в пространстве для замкну- 
той поверхности Х, имеющей в каждой точке единственную касательную 
плоскость, положение которой непрерывно меняется с точкой касания. 
В согласии с уже введенными обозначениями, символы /(/М), $ (М), 
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АМ,Р) будут изображать функции коорлинат точки /М или координат 
двух точек М и №, изменяющихся на поверхности $, а знаком \ мы 


будем выражать кратный интеграл, поскольку нет оснований опасаться 
неправального` толкования. Метод Неймана’ ($ 533} ‘для нахождення гар- 
моничекой функции в области .Д), заключающейся внутри поверхно- 
стн Х, которая принимает на этой поверхности значения, равные данной 
непрерывной функции 2(/М), состоит в том, что ` мы` представляем эту 
гармоническую функцню как потенциал двойного слоя, производимый 
двойным слоем, расположенным на поверхностн..Х. Если в качестве не- 
известной функции взять плотность р (М) этого слоя, то эта плотность 
должна удовлетворять интегральному уравнению: 


с0з0 
2тр (М) -- [2 —7 @р=8(М), (40) 
©) 

где г есть расстоянне между двумя точками М и Р, ф— угол между 
внутренней нормалью в точке Р и направлением РМ; М и Р суть две 
точки поверхности У, из которых одна точка М неподвижна, а другая 
точка Р описывает поверхность Х. Решенне гнешней задачи Дирихле 
методом Неймана привело бы к уравнению того же вида, которое по- 
лучается из первого заменой р(/М} на —р (М). Эти два интегральных 
уравнения представляют частные случаи уравнения Фредгольма: 


ва | км, Рур(Р)ааь-Е ИМ, Ум =сеМ), (1 
$ 
для, которого 


с0$ ф 
М, Р) =— < ; 
К(м, Р) 21а 
при \ —=1 имеем внутреннюю задачу Дирихле, при \ = — 1 — виешнюю 


задачу. При произвольном значении ) уравнение (41) дает решение 
Следующей задачн: найти плотность р двойного слоя, расположенного 
на поверхности У, так чтобы соответствующий потенциал двойного 
слоя И удовлетворял в каждой точке М поверхности Х соотношению: 


№, (М) — №, (М) НАЦ, (М) +, (МУ == 4ту (М); (42) 


злесь . , (М) -и , (М) обозначают пределы, к которым стремится по- 
тенциал м, когда точка М! пгиближается`к точке М, оставаясь. 
соответетвенно внутри илн вне поверхности У ($ 527). Когда две точ- 


1 
ки М и Р совпадают, ядро. К (М, 2). стремится к бесконечности как —, 
' г 


но ‘нетрудно видеть, что достаточно двух итерацни, чтобы из него по- 
лучить ограниченное ядро ($ 563). Следовагельно, к уравнению (41) 
можно применить теорию Фредгольма. 
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Союзное интегральное уравнение получится, если мы в ядре поме-. 
няем роли двух. точек М и Р; мы запишем его так: 


р(М) = К(Р, М) р (Р) аз + (М), (43) 
(=) 
сз ф 

где К(Р, М} равно — опр? а ф означает угол внутренней нормали 
в точке М с направлением МР. С такого рода уравнением мы встре- 
заемся в одной важной задаче, касающейся потенциала простого слоя. 
Пусть У есть потенциал, производимый простым слоем плотности р, 
т. е. расположенным на поверхности У. Производные по нормали * этого 
потенциала в каждой точке поверхности удовлетворяют соотношениям 
$ 588. 


а аи 

41. = 4 по (М), (44) 
ау, аи с0з ф - 
ал, ап. =? | я в (2) 49р. (45) 


(=) 
Если плотность р (М) удовлетворяет уравнению (43), то произвотные 


по нормали соотве ствующего потенциала У удовлетворяют соотноше- 
нию, аналогичному уравнению (42): 


аи, НУ а, @— + чт, (9 


и обратно. Решение интегрального уравнения (43) дзло бы, следова- 
тельио, решение следующей зазачи: Найти плотность простог» слоя, 
расположенного ьа поверхности УХ, так чтобы произво)ные по нор- 
иали соответствующего пэтенциаа в каждой точче поверхности У 


удовлетворяли соотношению (46). Значения Х =Ти \=— 1 параметра 
аи 
соответствуют тому случаю, когда даны „_ или „—_, т.е. внешней за- 
г 


даче Неймана или внутр`нней задаче Неймана (5 524). Отсюда видно, 
что`две задачи — Дирихле и Неймана — для одной н той же поверхно- 
сти приводятся к двум союзным интегральным уравнениям, причем 
внутренней ‘задаче Дирихле соответствует внешняя задача Неймана, и 
наоборот. 

Напомним сперза некоторые свойства потенциала простого. слоя. 
Пусть И, и И, — два потенциала, получаемые от простых слоев‘ плот 
ностей р, ир,, расположениых по поверхности ХУ; У, и, И, представ- 
ляют две гармонические функции в области О, заключенной внутри У, 


* Мы будем впредь писать У и у вместо ЕА и Ем но необходимо 
уде р ап ап. апт але д 


всегда помнить. что эти производные берутся по направлению внутренней. нор 
мали, Плотности мы будем обозначать через р, ри, ра: . +. 
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для которых производные по нормали на поверхности Х имеют конеч- 
ные значения и, следовательно, удовлетворяют общему соотношению 


($ 528): 
аи, ау, п. 

ии) но; (47) 
(=) 


каждая из этих потенциалов удовлетворяет также условию: 


| и. + [6 + (;) + (=) | 4х = 0. (48) 


С другой стороны, У; и У, в бесконечиости обращаются в нуль, 


1 
как в, а их частные производные имеют порядок ра ($ 526), где Ю 


есть расстояние точки (х, у, 2) от постоянной точки О. Следовательно, 


ЗУ. 
интегралы | а 4, распростраиенные на поверхности сферы с цент- 
1 


ром в точке О, стремятся к нулю при неограниченном возрастании ра- 
днуса этой сферы. Если к двум потенциалам У и У, применить фор- 
мулы (11) и (13) $528, где интеграция распространяется на область, 
ограниченную поверхностью Х и поверхностью сферы с центром в точ- 
ке О, радиус которой неограниченно возрастает, то мы видим, что эти 
два потенциала удовлетворяют также соотношению: 


ау, ау.) _ 
ии) во, (47!) 
@) 


и ‚кроме того, каждый из этих потенциалов удовлетворяет уравнению: 


а в 


ы (5” 
где О’ есть бесконечная область, лежащая вие поверхности ». 
ау 
Если производная дп В каждой точке поверхности Х равна нулю, 


е . 
то формула (48') показывает, что У остается в области О’ постоянным, 


и ди зи 
ибо — <— должны быть равны нулю в каждой точке области О’. 


эх ’ у’ 942 
Так как У в бесконечности равно нулю, то оно равно нулю во всей 
этой области, а следовательно, и на поверхности УХ. А если потен- 
циал У равен нулю на поверхности Х, то он равен нулю и внутри, 
ибо он представляет в области [) гармоническую функцию. Согласно 
соотношению (44) соответствующая плотность будет также равна нулю. 


ЗУ 

Напротив того, если производная я Равна иулю в кажаой точке 
п: 
-& 
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поверхности », то из формулы (48) вытекает, что У остается постоянным 
в областн О, а следовательно, и на поверхности У; но этот потенциал 
не остается постоянным в 0’, если только он не равен тождественно 


ау 

нулю. Если исключить два предыдущих случая, то интеграл } И а 43 
. п; 

&) $ 


4 положнтелен. Этот последний инте- 


отрицателен, а интеграл |, 
(=) 

грал может быть равен нулю только в том случае, если У, ‘а следова- 
тельно, и плотность р тождественно равны нулю. Из этих свойств по- 
тенциала легко получаются свойства резольвенты * уравнений (41) и (43). 

1. Все полюсы резольвенты действительны. В самом деле, предпо- 
ложим, что существует комплексный полюс )\, =а--. Тогда одно- 
родное уравнение, полученное из уравнения (43) заменою \ на \ и 
функции /(М) нулем будет иметь решение р. (М) -- 2. (М), и гармони- 
ческая комплексная функция У, + 2У,, где У, и У, — потенциалы 
простого слоя, соответствующие плотностям р; и р,, будет удовлетво- 
рять соотношению: 


ап 


3 


и —_1—№ ЧЕ ми) 


ап. Тю ап; ап; 


Умножая обе части этого равенства на У, —{\, и интегрируя по 
поверхности У, мы получим, принимая во внимание формулы (47) и 


(47'): 
| ии, т} 4 НР те И, 45 


(=) 


Двойной интеграл в левой части, как мы это видели, может быть равен 
нулю только в том случае, если У} и И,, а следовательно р; и р, 
—_^о 

2 № 
быть действительным, а для этого необходимо, чтобы было В =0. 

2. Все эти полюсы простые. Пусть, в самом деле, ) будет кратный 
полюс. В таком случае существовалн бы ($ 578—580) две функции 
(М) и р. (М), отличные от нуля и удовлетворяющие соотношениям: 


гождествеино равны нулю, Следовательно, отношение должно 


р (м) = (К(Р, М) в, (Р) 4ь, 
@) 


‚ра (М) р» (М) = (К(Р, М), (Р) 4. 
(2) 


*Р1еще!р Мопайзйейе [иг Ма. ипа РпуяХ, т. ХУ и ХУШ. 
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Соответствующие потёнциалы У, и У, удовлетворяли бы также соот» 
ношениям: 


ау, ау; |. [4У, “7 
т 1] =0; 
ап, ап; (5, + ал; 
ау, ау, ау, ау, (2 и) =0 
ап, — т Кам, ап; --* ап, + 4] 


Умножим теперь первое из этих соотнсшений на И,, второе — на —У,, 
сложим и, проинегрируем по. поверхности Х. В силу формул (47) и 
(47') получим: 


Но так как эти два интеграла имеют противоположные знаки, то каж- 
дый из них должен быть равен нулю, а первый интеграл может быть 
нулем только в том случае, если р, = 0. 

3. Нет ни одн›го` полюса между —Т и - 1. Пусть; в самом деле, 
2(М) будег фун“аментальная функция, соответствующзя полюсу }; У— 
потенциал, полученный из слоя плотности р. Полагая в соотнош.нии 
(46) /(М) =0, умножая его`иа ИУ и интегрируя, получим: 


ау 1—^ ау 
с) (2) 


Но такое соотношение невозможно, если А заключено между —1 й 


- 1, ибо в этом случае множитель 7 положителен, а между тем 


эти два интеграла имеют противопбложные знаки. Следовательно, не- 
о5холимо. чтобы оба инте рала были равны нулю, а тогда р (М) ==0. 

4. 1==/ не есть о одое зчаченье. В самом деле, если бы. } == 1 было 
особым значением. то согласно предызущей ф: рм›ле мы имели бы по- 


у 

тенциал У простого. слоя, для которого т 45 был. бы. равен. нулю, 
 * 
а следовательно, и р тоже было бы равно нулю. 

5. \ =— 1 есть полюс. р2зольвенты. В самом деле, если в уравне- 
нии (41) положить Х==`— 1, /(/М) =0, то получениое однородное урав- 
нение имеет ‘решение р{/М) = | ‘согласно ‘свойствам интеграла’ Гаусса 
($ 527). Союзное однородное уравнение 


Р(М) = | ев ср. (49) 
@) 


имеет отличное от иуля решение р, для которого соответствующий по- 


ау .. < 
тенциал И простого, слоя удовлетворяет соотношению Е ==0 в каждой 
НЫ 
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точке поверхности У. Следовательно, этот потенциал остается в обла- 
сти О постоянным, и решение у;авненгя (49) лает. плотность электрн- 
ческого слоя, распространеиного по поверхности и не действ:ющего 
на внутренние точки. Этому полюсу \ = — 1 соответствует только 
по одной независимой фундаментальной функцчи для каждего из 
‘уравнений (41) и (43), ибо очевидно, что данная. масса электричества, 
помещенная на изолированном проводнике, может. на нем распреде- 
литься только елинственным образом. Это легко доказать и аналити- 
чески. Пусть будут в самом деле о, и р, два решения уравненил (49). 
Им соответствуют два потенциала У, и У,, каждый из которых сохра- 
ияет постоянное значение в области 0. Тогда можно найтн два отлич- 
ных от нуля постоянных @; и а, таких, что И --0.У, будет равно 
‘нулю в области 0); но этот потенциал порождается слоем плотности 

ар -- а,р,; мы имеем, следовательно, @,0, + ар, = 0, и два решения р, 
и р, оказываются зависимыми. Тем особым значенкям, абсолютная ве- 
личина- которых больше единицы, может соответсгвовать несколько не- 
завнсимых фундаментальных функций. Это имеет место, например, для 


1 
сферы. В этом случае ядро К(М, РЁ) равно — 4, еСЛИ радиус сферы 


принять за единицу. Это ялро симметрично, а для него мы нашли осо- 
‘бые значения и фундаментальные функции в 5 532 Особыми значениями 
здесь служат отрицательные нечетные числа — (2т -|-1), а каждому та- 
кому значению — (2т --1) соответствует 2т -- {1 различных функций 
Лапласа У„ (8, $)*. 

Внутр. ня задача Пирихле и внешняя задача Неймана, которые со- 
ответствуюг неособому значению )=—1, имеют всегда единств2нное 
решен 'е, кот›рое получается мет ‘дом фредгольма, Нзоборот, оба урав- 
нения (41). и (43), если вних положить ) ==—1, имеют решения толькб 
в там случае, если }(/М) удовлетворяет добавочному условию, которое 
‘получится, если мы напишем, что эта функция ортогональна к фунда: 
ментал, ной функции союзного однородного уравнения, соответствующей 
значению ) =--1. Рассмотрим, например, внутреннюю ‘задачу Неймана. 
Для того чтобы суацествовал потенциал простого слоя, удовлегворяю- 
щий условию ЧМ) во всех точках поверхности У, функция /(М) 
должна быть ортогональна к соответствующей фундаментальн‘ й функ- 
ции р=1 уравиения (41), т.е. она должна удовлетворять соотношению: 


\У(мм) @зи==0. (50) 
(2) 

Это условие легко ‘истолковать, ибо оно является простым след- 
ствием оЗщего соотношения (12) $ 528, которое применимо ко всякой 
тармоничес: ой функции в области 0), производные котсрой остаются 
конечными на поверхности У. Если условие (50) выполнено, то задача 


* В общем случае решения уравнений (41} и (43) выражаются рядами фун- 
даментальных функций, как в случае симметрическо о ядра (Ро1псагё, Асёа 
ташетакса, т, ХХ, 1897), 
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Неймана допускает бесчисленное множество решений, которые отли- 
чаются друг от друга только на пронзвольиое постоянное. Все эти ре- 
шения можно также получить решеннем однородного уравнения Фред- 
гольма. 

Точно так же, для того чтобы уравнение (41) при = —1 имело 
решение, необходимо, чтобы данная функция /(М) была ортогональна 
к функции р, (М), которая представляет плотность простого слоя на 
поверхности ХУ, не действующего иа внутренние точки. Но мы знаем, 
однако, а рцйой, что внешняя задача Дирихле допускает решение, ибо 
© помошью преобразования лорда Кельвина ее можно свести к внутреи- 
ней задаче. Это кажущееся противоречие легко объяснить, если заме- 
тить, что гармоническая функция, обращающаяся в бесконечности в нуль, 
не всегда может быть представлена потенциалом двойного слоя, ибо 


1 
этот потенциал обращается в бесконечности в нуль, как р: Когда 


условие возможности осуществлено, плотность р (/М) определяется только 
с точностью до постоянного, ибо если увеличить р(/М) на произволь- 
ное постоянное, то потенциал двойного слоя во внешней точке не 
изменится. 


* 

610. Различные замечания. Метод Неймана. Келлог (КеПор) указал на то, 
что метод Неймана для решетия зада“и Дирихле в случае выпуклой поверхно- 
сти легко приводится к общей теории Фредгольма. Интегральное уравсение, 
которое при этом методе приходится решать (5 533), имеет вид: 


—у _ с05 $ т. 
в (М) = | [2 (М) — Р(РУ ада Чар + д И(М,, 
С) 
затем разлагают р (//) по степеням Х и в полученном ряду полагают А =1. Чтобы 
оправдать этот процесс, достаточно покэзать, что искомое решение, рассматри- 


ваемое как функция от’, голоморфно внутри области, содержащей круг | | = 1. 
В самом деле, предыдущее уравнение можно переписать в виде: 


' \' 
ем = [ ком, Р) о(Р)азр + 5 р (М) НИ, 
$ 
ИЛИ ы 
ыы М 
Но Кро. 
©) 


Когда х описывает круг Г’ радиуса 1 с центром в точке № = 0, то пара- 
метр ^=5 описывает круг Г, имеющий своим диаметром часть действитель- 


, 1 
НОЙ оси, ограниченную двумя точками с абсциссами ) =1 и = — 5. Согласно 


свойствам резольвенты решение р (М), рассматриваемое как функция от », голо- 
морфно в области, содержащей круг Г, следовательно, рассматриваемое как 
функция от Х это решеиие голоморфно также в области, содегжащей круг 1", 
и поэтому его разложение по степеням \ сходится при У ==1. Таким образом 
метод Неймана по существу сводится к гомографическому преобразованию иад 
параметром, который входит в уравнение {41); при этом ясно, что можно себе 
представить бесчисленное множество других, ведущих к лой же цели. 
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Метод Робэна (КоЪеп). Полюс \ = —1 резольвеиты есть полюс наимень: 
шего модуля, и этому полюсу соответствует елинственное решение уравне- 
ния (49). Чтобы получить это решение, можно, следовательно, применить общий 
метод последовательных приближений, изложенный в $ 582. Пусть и (М) есть не- 


которая непрерывная функция на поверхности %, такая, что интеграл \ ив (М) 4 м 


не равен нулю, например, пусть это положительная функция. Если составить 
бесконечную пПоследовательность функций ш (М), а; (М),..., определенную ре- 
куррентным законом: 


Ив (М) = (-, (Р) Этуа Яор» 

(=) 
то мы увидим, что при неограниченном возрастании п функция и, (М) имеет 
своим пределом решение уравнения (49). Это есть как раз метод, примененный 


Робэном для решення залачи о распределении электричества на проводнике, 
ограниченном выпуклой поверхностью. 

Исследование внешней задачи Дирихле. Какова бы ни была данная непре- 
рывная функция } (М) на поверхности У, всякая гармоническая функция, обра- 
щающаяся в бесконечвости в нуль и принимающая данные значения на порерх- 
ности У, может быть выражена как сумма потеициала простого слоя и потенциала 
двойного слоя. Положим, что электрическая положительная масса, равная егди- 
нице, находится в равновесии на поверхности У, и пусть будет р; (М) плотность 
соответствующего слоя. Мы имеем: 


„ 


\ 21 (М) @“м=ь 

(=) 
и потенциал У; этого слоя имеет постоянное отличное от нуля значение У, (М 
в каждой точке поверхности У. Кроме того, У, в бесконечности равно лулю, и) 


его главная часть равна В. Пусть С будет такое постоянное, что 


фр (му (м) — СУ (мрази =. 
« (2) 


Тогда существует такой потенциал \ двойного слоя, что в кажлой точке М по- 
верхности ХУ имеет место соотношение № (М) =} (М) — СУ, (М), и гармони- 


ческая функция 
М (х, у, 2) + СУ, (х, У, 2) 


дает решеиие внешней задачи Дирихле Главная часть в бесконечности рав- 


на 5 следовательно, для того чтобы эта функция могла быть выражена потен- 
циалом двойного слоя, достаточно, чтобы С-==0 или чтобы она в бесконечностн 


обращалась в нуль, как р. 


611. Плоские задачи. Приведенное исследование задач Дирихле и Неймана 
в простраистве может быть без существенных изменений повторено для тех же 
задач на плоскости, если заменить поверхность Х замкнутою Кривою С без угло- 
с0$ 
я ‚ Где г— расстояние двух точек М 


иР кривой С, $ — угол между РМ и внутреннею нормалью в точке Р. Ядром 


вых точек, положить ядро К (М.Р) = — 


— с0$ 
союзного уравнения также будет ——", где ф есть угол между нормалью в точ- 


ке М и направлением МР. Доказательства, которые были нзложены в $ 609, 
основаны целиком на свойствах потенциалов простого слоя, выраженных форму- 
лами (47), (48), (47) и (48’). Два первые непосредственно распространяются на 
потенциалы в плоскости, если заменить У на С, а область р пространства — 
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частью плоскости, лежашею внутри кривой С. Но’э1о не имеет места в отно- 
шении формул (47) и (48°. Б ‹амом деле, для просто:о слоя потенциал У== 
1 1 В 
= | 6105 — 48 обращается в бесконечность как 95: во вс кой точке окруж- 
. г 
с 
ности Г, имеющей очень большой радиус Ю и центр в определенной точке О 


1 
плоскости, причем. © = [вая разность У— 9152 имеет порядок к. Произ- 


С 
ау . Г [6] 
водная ай ‚ взятая по внутреннеи нормали окружности &, имеет вид в +&, 


1 
где = — член порязка =. Пусть У, и У, будут два поте щизла, производимых 


г 
простыми слоями плотностей р; и р,, расположенными’ на кривой С. Легко ви- 
а‘” а” 
деть, что интеграл (и че — "У т. ) 45, взятый вдоль Г, стремится к нулю 


т 
гри нео’раниченном возрастании АР, так что формула, аналогичная формуле (47), 
применима также к двум логарифмическим потенциалам простого слоя. Но 


ау 
иптеграл Уд: 45 при неограниченном возрастании К стремится к нулю только 
. ' 
г 
если 9= (245. Только в этом случае можно применить к логарифмическому 


(С) , 
потениналу У формулу, гналогичную (48’), где О’ будет означать неограничен- 
ную обл: сть, лежащую вне С. После =тих замечаний ясно, что для того чтобы 
результаты. установленные в пространстве, имели место и в случае плоскости, 


достаточно показать, что соотношение \р45=0 выполняется для всякого реше- 


(с) 
ния однородного уравнения: 


0$ 


руна [27 (р Ч5р- (51) 


< - 


Это наверно имеет место, если особое значение \ отлично от — Т, иб> фун- 
даментальная функ: ия 2(/’), до‘жня быть ортогональна к фундаментальному ре- 
шению р =! олпородного союзного уравнения, соответствующему значению 
\ = Все результаты, которые были получены из формул (47). (48), (47) и 
(48’) лля случая пр.странства, оказываются, таким образом, справедливь.мн и для 
залач на плоскости. : 

Тем не менее иеобходимо специальное исследование в случае особого зна- 
чения \ -= — 1, к которому пред: длцее рассуждение непримен. мо. Этот полюс 
не может быть кратным, ибо в таком случае существовало бы два потенциала У., 
Уз, которые удовлетворяли бы соотношениям: 


аи ам, ам, ам, 
ай ап; а Пе ат 


а” ат, а", ау ам ам, 


о Чи ап, ащ ап ап’ 


Из второго мы получаем: 


ау, 
А ==0* 
Е 4; =0; 
с 
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а так каки 


то получаем, что также 


где р есть соответствующая плотность; рассуждение заканчивается так же, как 
и выше. 

°  Значению Х-—=— 1 соответствует только одна независимая фундаментальная 
функция. Если бы, в самом деле, ру и р» были два решения уравнения (51), то 
соответствующие потенциалы И, и У, былн бы в области О постоянными. Возь- 
мем два отличных от нуля постоянных я н аз таких, что 


(нра $ ара) 4$ =0, 

(С) 
Потенциал а\ И, {- а,Уз равен нулю в бесконечности и сохраняет постоянное зна- 
чение в области О. Так как он сохраняет постоянное значение на кривой Си 
является гармонической функцией во внешней области 0’, то он сохраняет 
в О' постоянное значение, а следовательно, во всей плоскости равен нулю. Имеем, 
таким образом, также: ар; -- 2. ==0. 

Следовательно, выводы относительно янтегральных уравнений остаются те 
же, что и в случае пространства. Следует только сделать несколько замечаний, 
касающихся истолкования. Внутренняя зздача Дирихле имеет единственно: реше- 
ние, которое может быть представлено потенциалом гвойно:о слоя. Напротив того, 
решением виешней задачи Дирихле может быть потенциал лвойного слоя только 
в том случае, если выполняется еще добавочное условие; это понятно, ибо этот 
потенциал в бесконечности обращяется в иуль. Но легко доказать, что всякая 
функция, гармоническая вне кривой С, равна сумме некоторого постоянного и 
потенциала двойного слоя. Для внутренней задачи Неймана метод Фрелгольма 
дает решение только в том случае, если данная функция (М), в которую обра- 


щается на контуре ап; ‚ удовлетворяет соотношению | } (М) а$ == 0, — условие, 


(С) 

которое лежит в существе самой задачи ($ 506). Казалось бы, наоборот, что 
внешияя задача Неймана имеет решение всегда, какова бы ии была функция { (М), 

ЧУ 
которая на контуре равна =“. Но так как это решение представлено потен- 
. . # 
циалом простого слоя, то оно в бескоиечкости вообще не является правильным. 

Пусть будет-р (М) решение уравнения 


с0$ $ 


Р(М) =— [ее СТ 4зр + /(М). 
[ 
Умножая обе части на 45м и интегрируя вдоль С, получим; 
со 
| Р(М)4м=— | [ 2(Р) то 45р@зм + [лм 45 м- 
с сс с 


Это соотношение можно написать еще, если в двойном интеграле пронзвести 
сначала интеграцию по М, в следующем виде; 


аи 7 4:м, 


12 в, Гурва, п, ИТ, я, 2. 
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Таким образом, для того чтобы потенциал У, полученный от слоя плотности р (М), 
был правильным в бесконечности, необходимо и достаточно, чтобы было 


(У(Му чем ==0. 

[6 
Это условие необходимо и достаточно для того, чтобы внешняя задача Неймана 
имела решение. 


612. Залача распределения тепла. К задачам Дирихле и Неймана можно 
присоединить еще одну зэдачу, которая носит название задачи распре- 
деления тепла, где ищется температура тела, если температура .урав- 
новешивается лучеиспусканием. Температура ( каждой точки тела пред- 
ставляет гармоническую функцию ксординат этой точки, которая, кроме 
того, удовлетворяет еще следующему условию. В каждой точке М гра- 
ничной поверхности У имеет место соотношение: 


аи 
а М И=ДМ, (52) 


где Йй и /—лве непрерывные функции, заданные на поверхностн >. 
Если ‘мы хотим эту тармоническую функцию представить как потенциал 
простого ‚слоя, расположенного на поверхности ‘У, то плотность р (М) 
этого слоя должна удовлетворять интегральному уравнению: 


Ва ое М аа, И, (53) 


Эн ^ Эпк 2 
(=) 


где \ надо положить равным единице. Оставляя в стороне общее изу- 
чение этого уравнения Фредгольма, мы покажем только, что в случае, 
еслн # (М) положительно, значение ) = [` не является особым значением, 
Это условие выполняется в случае задачи о лучеиспускании, н мы бу- 
дем его в дальнейшем предполагать выполненным. В самом деле, пусть 
однородное уравнение, полученное при ) =1, /(М) =0, имеет: реше- 
ние р (М), отличиое от нуля. Соответствующий потенциал У простого 


ау 
влоя удовлетворяет соотношению ат == (М) У в каждой точке поверх- 
С 


ности У, и следовательно, мы имеем; 


ие 45 = [вузе 
ап; 


(=) (>) 

Но первый интеграл не может быть положительным. Равенство это, сле- 
довательно, может иметь место, только если ИУ равно нулю в каждой 
точке поверхности Х, а следовательно, тождественио равно нулю. 
Имеем, таким образом, р == 0. 

613. Функции, аналогичные: функции Грина. Мы здесь ограничимся 
только внутренними задачами* и проведем расеуждения для простран“ 
ства трех измерений с едннствеиной граничиой поверхностью. 


* О внешних задачах см. Неумос@ Егёсцеь гл. Ш, 
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Распространение на плоские задачи здесь не представляет никаких 
трудностей. Задача Дирихле и задача распространения тепла имеют 
всегда единственное решение, не требующее никаких добавочных усло- 
вий, между тем как задача Неймана имеет решение только в том слу- 


чае, если данные значения производной Е на поверхности У удовле- 
творяют определенным условиям. Мы уже указывали оегло ($ 524 и 
434), как решение этих различных задач приводится к ‘определению 
некоторой гармонической функции частного вида, удовлетворяющей на 
поверхности Х определенным гармоническим условиям. Эти функции, 
которые играют ту же роль, что и функция Грина в Задаче Дирихле, 
получаются путем решения некоторых специальных интегральных урав- 
нений. Пусть. вообще (М) представляет функцию, правильную в 0б- 
ласти О, ограниченной замкнутою поверхностью 'Х, удовлетворяющую 
в этой области уравнению 


АЙ = Р(х, у, 2 (54) 


и`имеющей на новерхности ХУ конечное значение, как и-ее произвол- 
ная по`‘нормали. Пусть, с другой. стороны, @ (М, Р) ‘будет. функция 
координат точки Р, гармоническая в области ДО, кроме точки Л, в ко- 


1 
торой она обращается в оесконечность как —. Мы предположим, кроме. 
г 


аа 
того, что ‘и эта функция, а также и ее нормальная производная Яй 
1 


имеют конечные значения на поверхности Х. При этих условиях мы 
доказали ($ 534), что значение функции И в точке М выражается 


формулой: 
аа и" 1 


ИМ = т м [64° - т т | себе у, 24. — (55) 


(=) №. 
Мы предположим сначала, что Р(х, у, 2) =0. Мы получим функцию 


Грина в узком смысле, если’ выберем @ (М, 2) так, чтобы @ равнялось 
иулю в любой точке р поверхности 'У; она, очевидно, получится, если 


1 1 
мы к — =Мрв прибавим гармоническую в области ОД функцию, кото- 
г 4 
1 
рая на поверхности У принимает те же значения, что — —. 
г 


В задаче распространения тепла функция С (М, Р) получится, если 
1 
к — прибавить функцию С}, гармоническую в области О и удовле- 


творяющую. в. каждой точке Р поверхиости_»У условию: 


ад, «(--) 1 
в —®(Р) 61 (М, Р- 2 —#(Р- = 0; 


12* 
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эта задача, как мы видели, имеет единственное решение. Если искомая 
гармоническая функция И в каждой точке поверхности Х удовлетворяет 
условию 

аи 

яя —*(Р) И {Р) =Л(Р), 

п 
то, выбрав функцию С (М, Р), как указано выше, мы легко убедимся, 
что соотношение (55) принимает вид: 


И(М) = а ом, Р) Х(Р) ав р. (56) 
(=) 


Эта функция С(М, Р} ‹сть также симметрическая функция ко- 
ординат двух точе М и Р. В самом деле, пусть [У будет область, 
ограниченная поверхностью ХУ и двумя сферами очень малых радиусов 
р ир’, имеющими центры в двух произвольных точках М и М’ внутри 0. 
Две функции С(М,Р) и С(М',Р) суть две гармонические функции 
координат точки Р в этой области. К ним можно, следовательно, при- 
менить общую формулу (11) $ 528. Следовательно, что разность 


46 (М', Р) 46 (М, Р) 
ап 


6(М, Р) - 


—С(М',Р) 
равна нулю в каждой точке поверхности Х; когда радиусы р и р' стре- 
мятся к нулю, мы в пределе получаем: 

@(М, М!) =в(М', М). 


В случае внутренней задачи Неймана приходится прибегнуть к не- 
сколько иному приему. Пусть М будет любая точка внутри областн 2, 
г — расстояние МР. Известно, что 


(©) 
($ 527). 
Пусть, с другой стороны, $ (Р) будет любая непрерывная функция 
на поверхности Х, удовлетворяющая условию’: 


{ ф(Р) 4ер== 4п. 
С) 


Определим гармоническую функцию в области Ш) так, чтобы ее произ- 
водная по нормали в каждой точке поверхности Х принимала значение 


«(: 


Р— : 
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это возможно, так как условие (50) выполнено. Прибавляя к этой гар- 
монической функции —, мы получили функцию С(М, Р), удовлетво- 
г 


ряющую следующим условиям: 
1. Она является гармоническою во всей области О, кроме точки М, 


1 
в которой она обращается в бесконечность, как —, 
г 


2. В каждой точке поверхности Х мы имеем: 


Эта функция С (М, Р) не определена однозначно, так как зависит еще 
от непрерывной функции Ф(Р), удовлетворяющей единственному 
условию: 


р 
\$(Р) 4 == 4т, 
(>) 
Кроме того, к ней можно прибавить произвольное постоянное, ие за- 
висящее от Р, но которое может быть произвольною функциею от М. 
Когда мы меняем Ф(Р), то к функции С(М, Р) прибавляется гармонн- 
ческая функция координат точки Р. 

Каждая из этих функций может играть роль функции Грина в ре- 
шении задачи Неймана. В самом деле, пусть (7 будет гармоническая 


а0 
функция в области О, нормальная производная которой 1 равна /(Р} 


в каждой точке Р поверхности У. Если функция С (М, Р) определена, 
как это указано выше, то общая формула (55) дает: 


4к 
(=) (2) 


ом [ом Руа + | (РО) а 


Правая часть содержит неизвестный член, который зависит от значений (7 
на поверхности ХУ, но этот член не зависит от М, а мы знаем, что 
функция И (М) опрелелена только с точностью до постоянного. Общее 
решение задачи Неймана, следовательно, имеет вид: 


И(М) =— ее | в(м,!') /(Р) @ь-- С (57) 


(=) 


где С-— произвольное постоянное *. Заметим, что с изменением Ф(Р) 
функция О (М} изменяется на постоянную. 


* Если в задлче Дирихле точно так же в качестве функции С (М,Р) взять 
функцию гармоническую всюду в области 0) кроме точки М, в которой она ста- 


новится бесконечною, как ‚и которая принимает на поверхности У любую не- 


прерывную последовательность значений, не зависящую от М, то формула (37) 
$ 534 лает для {/ (И) значение, которое будет отличаться от искомой функции только 
ва постоянное. 
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Мы получим функцию Франца Неймана, если в качестве функции 
4п 

Ф(Р} возьмем постоянное значение, равное —-, где $ есть площадь по- 
верхности У». Так как функция С(/1, Р) определена только с точно- 
стью. до постоянного относительно точки Р, то к ней можно прибавить 
постоянное С (М), зависящее только от координат точки М и которое 
выбрано так, что й 
\ С (М, Р) азр=0. 
(5 
Полученная таким образом функция симметрична относительно МиР. 
Дегствительно, достаточно применить здесь те же рассуждения, какне 
были -приведены в задаче о распространении тепла к двум. функциям 
Ф. Неймана С (М, А) и С(М', Б), соответствующим двум произвольным 
точкам области О), если принять еще во внимание, что согласно. самому 
способу определения этих функций мы имеем также: 


ав (М'. Р 46 (М,Р 
[о (м, ра, о ру 49 (М, Р) 


=) 5) 


45р=0, 


и следовательно С (М, М!) = С (М, М). Прибавляя к функции С (М, Р) 
сумму И (М) + ((Р), где И есть гармоническая функция в области ДО, 
мы получим бесчисленное множество функций, симметричйых относи- 
тельно М и Р, которые могут заменить функцию Франца Неймана. 
Клейн пользовался для той же цели функцией, которая обращается 
в области ОД в бесконечность в двух точках *, | 


Примечание. 5 задаче Неймана и в задаче распространения тепла иско- 
мая функция Ц и вспомогательная функция С(М,Р) представляются потеициа- 


лами простого слоя. Производные по нормали имеют, следовательно, на 


и 

Чт’ ап 
поверхности У вонечные значения, и обшая формула Грина применима в области 1). 
Но это не относится к задаче Дирихле, 1ле У и С суть потенциалы двойного 
слоя. Но предыдущие рассужделия существенно прелполагают сун:ествование 
нормальных производных и на поверхности У. Однако можно притти к формуле 
(37) $ 534 при помоши метода, который не требует этого предположения. Дей: 
ствительно, из самото метода Фредгольма вытекает, что решение задачи Дирихле 
дается выражением вида: 


1 
0 (М) = т Ц (Р) ® (М, В) аз (58) 
(2) 
гле (7 (Р) — данное значенне искомой гармонической функции в точке Р поверх- 
ности У, а ^ (ЛР) — функция, ие зависящая от И(Р) и играющая роль резоль- 
венты. Если в частносги положить ((Р) =1 на поверхности У, то будем иметь 
также (/ (41) = 1, и следовательно, функция А (М,Р) удовлетворяет условию: 


(ю (М, Р) 4ар= 4%. 


у 
с) 


—> 


‚„  * Обег 4е рагнеЦеп РетепНа11еснипреп Аи -- Ази==0 и. Чегеп Ацйгееп 
11 4ег тает. ИзсНеп РНуЯК (Лейпциг 1891). Лля изучения задачи Неймана в случаев 
сферы см. В НаЧатага, Гебсоп зи 1а ргорараНоп Чез ‘опаез, гл. & 
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Можно, следовательно, составить функцию & (1, Р), гармоническую в областн 2 
и такую, что в каждой точке поверхностн У имеет место соотношение: 


1 
«(--) 

а5(М,Р) _ 7 
т КР - а, 


где г есть расстояние переменной точки Р’ от точки М внутри 0, и формула (58) 
может быть записана в виде: 


1 
«(5 
1 " 42 (М.Р) 
М) = ИР) 

(М) :| К а Ч ор. (59) 

(2) 

Эта формула, в частности, применима к любой гармопической функции 0, для 
которой дв Имеет на поверхности »Х конечное значение. Преобразовывая пре- 


дыдущую формулу с помощью общих соотношений (11) и (14) $ 528, мы заклю- 
чаем, что условие 


НИТИ — 
Е {| + &(М, Р)| вр =0 
(= 


должно быть следствнем соотношения 


1 
откуда следует, что функция +8 (М, Р) равна па поверхности У постоян- 
ному *; это постоянное можно предположить равным пулю, ибо функция 2 (М, Р) 
определена только с точностью до постоянного. Такнм образом функция — | 2(М, Р) 
; 


уловлетворяет условиям, которые определяют функцию Грина. Отсюда видно, 
что эта фуикция очень естественно связана с самым мстолом Фредгольма. 


* Вообще, еслн условие 


. 
является следствием соотношения 
} 43-50, 
то же имеет место н для 
(и Ола =0, 


каково бы ни было постоянное С. Если выбрать С так, чтобы было; 
((у-@ 40, 


то можно положить = У-— С, и следовательно, необходимо 


((и- Ом =0 и У=б. 
я 
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614. Задачи, связанные с уравнением АИ Р(х, у, 2). Рассмотрим 
теперь случай, когда правая часть Р(х, у, 2) уравнения (54) отлична от 
нуля. Мы предположим, что эта функция непрерывна и допускает не- 
прерывные производные первого порядка в области О. Выше ($ 535 и 
536) мы видели, как с помощью теории потенциала можно получить 
ннтеграл (Л (х, у, =), который непрерывен вместе со своими пронзвод- 
ными первого порядка во всем пространстве. 

Полагая И= (Ц --И, мы видим, что новая неизвестная функция 
И (х, у, 2) есть гармоническая функция в области ДР, которая на по- 
верхности Х удовлетворяет одному из трех условий, которые мы только 
что рассмотрели. 


ы 


Если на поверхностн У задать И(Р) ==У(Р) или же 27 ЩРИДР, 


то для возможностн решения задачи не требуется никаких добавочных 
условий. Она в этом случае всегла имеет единственное решение, кото- 
рое можно получить из общей формулы (55), если заменить С (М, Р) 
соответствующей функцией Грина. 
В первом случае функция И(М) дается формулою: 
0(м) ( р) ба @(М, Б} Е(Р)а (60) 
—=—- — @бр -- — Эр, 
= | ап Р 4, у р 
(=) [92)) 


в задаче распространения тепла мы имеем; 


1 1 
(М) = — д | С (М, Р)У(2) 45р— у [о(м, Р)Е(Р) 4%» (61) 
© (2 

Остается внутренняя задача Неймана. Для того чтобы уравнение (54) 
имего интеграл, правильный в области Ди удовлетворяющий на по- 


. аи 
верхности Х условию а; == (Р), необходимо согласно общей формуле 
п 


Грина ($ 528), в которой положено ф —=1, Ф = Ц, чтобы 


| (Ру азь + | Е(Р)45р==0. (62) 
{= ) {2} 


Это условие также и достаточно, ибо, если положить И=)-НИ, то 
новая неизвестная функция ИУ должна быть гармоническою в области О 
и удовлетворять в каждой точке поверхности Х условию 

аи (2) аи, 

ап — ап‘ 
Эта новая задача имеет бесчисленное множество решений, зависящих 


от произвольного постоянного, так как согласно предыдущему соотно- 
шению 
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Все эти решения могут быть также получены непосредственно из об- 
щего соотношения (55) и содержатся в формуле: 


м) = | б(М, РР) 4—1. | (м, РР) 4», (63) 


(>) (Б) 


где С есть произвольное постоянное, С (М, Р) — функция Франца Ней- 
мана или любая другая функция, которая может играть зу же роль. 
Все эти задачн совершенно так же решаются и на плоскости, если 
только внести несколько очень легких изменений в формулы. 
615. Задачи, связанные с уравнением АЙ—=)АИ--Ю,. Решение 
тех же задач с граничными условиями для уравнения 


АИ=АЮ (х, у, И - Е, (х, У, 2) (64) 


приводит к новым интегральиым уравнениям, ядра которых выражаются 
с помощью функции Грина и функций, играющих ту же роль. Мы 
ограничимся пока только внутренними задачами, и наши рассуждения 
будут предполагать пространство трех измерений; пП‹реход к плоскости 
ие представляет никаких трудностей. Предполагается, что области, о 
которых идет речь, ограничены замкнутыми поверхностями У, тахими, 
что существует функция Грина или функция С (М, Р), играющая в со- 
ответствующей задаче ту же роль, но нет необходимости предполагать, 
что поверхность имеет единственную касательную плсскость в каждой 
точке. Наконец, мы предположим, что функции Ю и Ю непрерывны 
и допускают непрерывные частные пронзводные в рассматриваемой 
области. | 

1. Задача Дтрихле. Пусть требуется найти интеграл уравнения (64) 
правильный в области О, внутренней и некогорой замкнутой поверх- 
ности У, и принимающий на границе поверхности » данные значения, 
образующие непрерывную последовательность / (М). Мы легко приведем 
общий случай к случаю, когда /(/1) = 0. Пусть, в самом лече, (/.(х, у, 2) 
будет функция, правильная в области (0) и принимающая ланные зна- 
чения на границе, например гармоническая функция. Если положить 
И—=иЦ + И, то новая неизвестная функция ИУ должна удовлетворять 
уравнению того же вида и обращаться в нуль на границе поверхности ». 

Всякий интеграл уравнения (64), правильный в области О и обра- 
щающийся в нуль на границе, должен удовлетворять (5 534) интеграль- 
ному уравнению 


и(м) = (ом, Р)в(Р)И(Р) мор а (М, Р)Ю, (Р) 4%, (65) 
(5) (5) 


1 
ядро которого равно — 429 (М, Р)Ю{Р), гле С@(М,Р) есть функция 
Грина для внутренней задачи Дирихле. Это ядро обращается в беско- 


1 
нечность, как — , когда точка Р неограниченно приближается к точке М, 
г 
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но с помощью некоторого конечного числа итераций ($ 563) из него 
можно получить ограниченное ядро, и теория Фредгольма применима 
к этому уравнению. 

Если \ не есть особое значение ядра, то уравнение (65) имеет ре- 
шение; непрерывное в области Р и обращающееся в нуль на поверх- 
ности У. Отсюда еще непосредственно нэ вытекает, что эта функния 
(М) представляет интёграл уравнения (64). В самом деле, для того 
чтобы можно было из уравнения (65) получить уравнение (64) необ- 
ходимо быть уверенным в том, что его правзя часть \КИ-- А, такова, 
что к ней можно применить формулу Пуассона ($ 521 и 536). Поэтому 
достаточно показать, что решение ((//) интегрального уравнения (65) 
имеет непрерывные производные первого порядка. Но так как функция 
((Р) непрерывная, то из свойств функции Грина вытекает, что правая 
часть формулы (65) представляет сумму объемного потенциала и инте- 
грала вида: 

(а, (М, В) а%ь, 
(5) 


где функция С, (М, Р) имеет непрерывные производные по координа- 
там точки М. Следовательно, вся правая часть имеет непрерывные 
производные первого порядка, и решение И (//) уравнения (65} является 
интегралом уравнения (64). 


1 
При положительном А ядро — 9 (М, Р)Ю(Р) есть ядро Шмидта. 


Но очевидно, что симметрическое ядро С (М, Р) имеет бечисленное 
множество характеристических значений, ибо если бы таких значений 
было конечное число, то ядро было бы вида №, $, (М) $, (Р), где функции 9, 


1 
непрерывны ($ 587). Следовательно, и ядро = 9(М, Р) Ю(Р) имеет 


бесчисленное множество характеристических значений. Все эти харак- 
теристические значения отрицательны. В самом деле, характеристи- 
ческому значению \, соответствует фундаментальная функция (М; (х, у, 2,) 
которая представляет интеграл уравнения АИ=).Ю, правильный 
в области О и равный нулю на поверхности У. Но такого интеграла, 
который был бы отличен от нуля и удовлетворял бы этим двум 
условиям, существовать не может, если произведение \,Ю положительно 
(см. $ 520)*. 

2. Задача о распространенил тепла. Пусть требуется найти инте- 
грал уравнения (64), правильный в области О и такой, чтобы в каждой 
гачке поверхности Х он удовлетворял условию: 


аи 
(М) И=У(М), 


* Если А(х,у,2) не имеет постоянного знака в области Ш, то ядро 
С (М,Р) Ю(Р) — полярное ядро, которое также имеет бесчисленное множество ха- 
истическия значений ($ 595); см, уже приведениую диссертацию Заше- 
есь | 
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гле й и /— данные функции на поверхности У. Этот общий случай 
можно опять привести к частному случаю, когда ЕСМ) ==0, если поло- 
жить (И = () - И, где И, — некоторая правильная в области О функция, 
удовлетворяющая этим граничным условиям. Определение функции (/ 
прнводит опять к ренению интегрального уравчения (65), гле (, (М, Р) 
означает теперь симметрическую функцию от М и Р, которая в этой 
новой задаче играет роль функции Грина. Можно, как и раньше, по- 
казать, что всякое решение уравнения (65) удовлетворяет уравнению (64) 
и граннчным условиям. 


1 
Каждому характеристическому значению \, ядра —а=9(М, Р)Ю(Р) 


соответствует решение и, однородного интегрального уравнения 


` 


$ 
му зе\ о С (М, Р)Ю (Р) Ц (Р) 49ь, (66) 
(5) 
т. е. отличный от нуля интеграл уравнения 


А0,=^0, 


правильный в области О и в каждой точке поверхностн » удовлетво- 
ряющий условию: 

аи, 

— —_Й(, =0. 

ап 


Если Ю положительно, то мы снова имеем ядро Шмидта и, следова- 

тельно, бесчисленное множество характеристических значений. Если й 

положительно, то все значения \, отрицательны. В самом деле, если 
о Г 

в общей формуле (10) Грина ($ 528) мы положим ® == и’, е=1, 


принимая во внимание условия, которым удовлетворяет функция и мы 
получим: 


ГИЗИ [30 202] (ео 
ныне [ми о 


9х; зу 92 
>) 


Такое тождество явно невозможно, если А, Ю и Й положительны, если 
только {Л отлично от нуля. 

3. Задача Неймана. Поставим себе залачу найти интеграл уравнения 
(64). правильный в области О и такой, чтобы его нормальная произ- 


аи ‚ 
водная В каждой точке на границе поверхности Х была равна нулю. 
п 


Этот интеграл, с одной стороны, должен удовлетворять условию раз- 
решимости ($ 614): 


Арка, (Р)] Фир=0, (67) 
} 
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© другой стороны, он удовлетворяет также интегральному уравнению: 


Ш ^ 
И(М) = "| (М, РРВАЮ(Р)И(Р) + в. (Б] 4ь-+ С, — (68) 
(2) 


где С — постоянное, а функция С (М, Р) играет роль фуикции Грина 
для внутренней задачи Неймана. Так как к ней можно прибавить про- 
извольную функцию от Р, то мы предположим, что функция С (М, Р) 
выбрана так, что 
\ @(М, Р)Ю(М) 49 и =0. (69) 
45) 
Такое предположение всегда возможно, если интеграл \ Ю(М)40и от- 
(р) 


личен от иуля, что в частности имеет место, когда А положительио. 

Когда функция С(М, Р) так выбрана, то система уравнений (67) 
и (68: аналогична системе, составленной из уравнений (34) и (35). 
в 5 607. Подставляя в условие (67), в котором Р заменено на М, 
вместо И(ЛГ) его значение, полученное из уравиения (68), и принимая 
во внимание соотношение (69). мы получим значение постоянного С, 
и для определения С остается интегральное уравнение: 


ыы (Р) 49р 


у 
И(М) =— = \6(М, В) В. К(Р)О Ю. (Ра 
= Рут т. а (70) 


Чтобы получить интеграл уравиения (64), удовлетворяющий гранич- 
аи 
ному условию чт == (М), мы начнем с определения функции (С, пра- 


вильной в области О и удовлетворяющей этому условию, затем мы 
положим И=0--У и тогла придем к предыдущей задаче. Но, 
еслн / — произвольная функция, то в качестве (/) иельзя взять функцию, 
гармонич: скую в области О. Чтобы получить решение, можно посту- 
пить следующим образом. Рассмотрим объемный потеициал: 


Н Ч ор 
и; (М) — чпу |“, 
(р) 


где г— расстояние между двумя точками М и Р, © — объем области О, 
а Н означает интеграл | 7(М) 42м. Это — функция, правильная в 0б- 


В: 
ласти О, и согласно формуле Гаусса ($ 537) имеем: 


Чи) 
\ ‘ал, 48 == Н, 
(5) 
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Отсюда следует, что можно найти другую функцию и», гармоническую 
в области О н в каждой точке границы удовлетворяющую условию. 


Ясно, что сумма И=и и, представляет празильную в области С 
, 3 2 
функцию, которая удовлетворяет поставленному условию. 


616. Котебание упругой мембраны. Фундаментальные функции интеграль- 
ных уравнений, рассмотренные в предыдущем параграфе, встречаются при ре- 
шении большого количества залач матем тической физики, которые привэдят 
к уравнениям гиперболического илн параболического типа. Мы рассмотрим из 
них для примера только две. Изучение колебаний упругой плоской мембраны 
приводит к оп,еделению решения уравнения в частных производных: 


0 90 92 
да > а 


При этом решение это должно быть правильным для любого значения # виутри 
области О, ограниченной замкнутою кривою С, на самом контуре С ложно быть 
равно нулю и при Ё=0 обращаться в датную функцию а (х. у), непрерывную 
в этой области, которая на коитуре С сама обрашаегся в нуль, в то время как 


(71) 


9 
. обращается в другую функцию В(х, у), равную нулю на контуре С. Разыски- 
вая частные периодические решения вила: 


У(х, 3} с08Ё или У за М, 


мы приходим к нахождению решений угазнения: 


у Фи . 
_—— Ай Ю Х, у, 72 
т + дя (х, у) (72) 


правильных в области О и обращающихся на контуре в нуль. Это уравнение ‘было 
рассмотрсно в предылущшем параграфе для случая области трех нзмере‘ий, но 
все рассуждения и выволы без труда распространяются ил нашу задачу Заме- 
няя № на — в, мы видим, что интегральное уравнение, к которому пгиводится 
залачя, допускает бесчисленнсе множество отрицательных характернстических 
вначений, если коэфици. инт Ю положителем, что злесь как |аз и имет место 
в силу физического значения этого коэфицнента. Существует, таким образом, 
бесконечное »ножество чисел Х; (которые можло предполагать положительными): 
каждому из которых соответствуют два частных интеграла уравнения (71) ьида, 


Ч: (х, 5) с08 (0.1), $: (6, у) чп (и), 


гле функции 9; на контуре С обращаются в нуль, а внутри этого контура 
являются правильными. Если обе фупкиии а (х.1),В (х,›) разлагаются в абсолютно 
и равномерно сходяшиеся ряды по функци»м $, (х, 3), 


оо + ® 
а(х, 3) = Уча (ву. Нку = У а. (73) 
4=% 1=% 
то функция И (х, у, (, определяемая разложением 
+ > ры 
и= але сов д) 1; экз) я, (14) 
=] 121 


дает рещение поставленной задачи (ср. $ 493). 
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617. Задача об охлаждении. Залача об охлажлении тверлого теля с лу- 
чеиспусканием приводится к следующей залаче аналаза. Определить интеграл 
ураьнения в частных производных параболического типа: 


зи, 9. #0 ви. 
9х - + ==А (х, У) (75) 


ду? 922 
правильный для всякого положительного значения { в области Ш, ограниченной 
замкнугою поверхностью У, обращающийся при Ё = 0 в данную непрерывную 
в области С функцию а (х, у,2) и удовлетворяющий, кроме того, в каждой точке 
поверхности » граничному условию 
аи 


аа 10 =0, 


где Ю ий суть согласно их физическому значению существенно положитель- 
ные функиии. Если искать решения вида /—=е-№И, то мы видим, что функция И 
должна быть интегралом уравнения 


АУ-НАЮ ($ у, 2) У==0, (76) 


правильным в области О и удовлетворяющим на границе поверхности Х гранич- 
ному условию: 
У 


ан У. 


Выше ($ 615) мы видели, что существует бесчисленное множество значений \ 
которые все положительны и для которых задача имеет решение. Мы получим 
таким образом, бесчисленное множе.тво простых решений вида: 


е-—; (х, у, 2), 


удорлетворяющих граннчному условию. Если функция. а (х, у, 2) может быть раз- 
ложепа в абсслотно и равномерно схоэдящи”ся рял по 4 ундаментальным функциям 
видя Уа; (х у, 2), то ряд Учет, (х,у,2) дает решение задачи. Мы покажем, 
как можно определить эти фунламеитальные функции в случае однородной сферы 
‚и одноролного цилингра вт ашения 

1. Сфера. В случае олноролной сферы, радиус которой мы положим равным 
единице, мл можем в уравнениях (75) и (76), в которых Я — положительная по- 
стоянная, прелполэжить А (х, у, 2) == 1. Булем искать интеграл уравления А {НА "=0 
в виле У-И, (0, 9) / (2), где У, (9,9) есть функция Лапласа ($ :31} Заметив, что 
р" Ур (8, $), есть гармоническая функция, и принимая во вичмание выражение 
лля АУ в полярных координатах (т. 1), мы найдем, что функция #}(2) должна 
быть интегралом линейного уравнения: 


ВР" (в) + 26/42) = ми 1) — №1); (77) 

далее, этот интеграл должен оставаться конечным при р=0 и удовлетворять 
\ 

граничному условию }(1) -- #{ (1) =0, ибо производная —— берется по внутрен- 


ая 
ней нормали. Это уравнение (77) приводится к уравнению Бесселя (т. П, $ 414) 


а ==.0, (78) 


если положить }{ (2) = 072, = — ла Таким образом интеграл уравнения (77) 


кстопый остается конечным при р=0, с точностью до постоянного множителя, 
равен 


ИЕ". 58) 
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Что касается граничного условия, то оно принимает вид: 


кг (28 ‚к) + #1 (3, х) —0, 


г 


\ . м 
если положить х — — —, где Н — постояиный множитель, который нетрудно 


4 
2+3 
подсчитать. Но выше мы видели, что уравнение / (= 


бе. численное множество отрицательных корней. Между двумя последовательнны- 
ми ворнями этого уравнения есть по крайней мере один корень уравнемия 


, х) —0 имеет 


7 


х/ 
ибо отношение у в этом интервале изменяется от — со до -- со. В конце кон 


цов для всякого целого числа и существует бесчисленное множестьо положи- 
тельных значений А, таких, что уравнение АУ )'==0 имезгт празильный инте- 
грал вида У==У, (8, $) }(2), удовлетворяющий граничному условию. И.меняя п 
от 0 ло со, мы получим все фундаментальные функции *. 

В частности, при п==0 интэграл уравнения (17), который для р =0 остается 
конечным, имеет вид т ‚и мы снова приходим к уже полученному резуль- 
тату ($ 488), только несколько изменив обозначения. Мы видели (т. П, 5 414), 
что для п, равного произвольному целому числу, общий инте‘рал уравнения 
Бесселя (75) выражается с помощью только одной трансценледт:ои функции 2х. 

2. Цилиндр вращения. Рассмотрим еще одиородный цилиндр вращения, 
в котором мы лля простоты положим радиус равным единице, а высоту равной 
21 Ириняв центр основания за начало, а ось цилиндра за о ь 2, применим полу- 
полярную систему координат (и, ®, 2) ин будем искать иптегралы уравнения 
ВУ-НАИ вила ДИ, удовлетворяющие граничному ус"ови!о; причем И зависит 
только от 2, а И’—отги в. Уравнение АУ--ХУ=0 переходит в уравнение 


ИАЕ -- 2АИ + УИ =0 


47 А 
И А. (79) 


ИЛИ 


А7 АИ 
Отношение -у зависит только от 2, а отношение 5; зависит только отг и ч. 
Отслода следует, что 

А+ АЙ -==0, АЙ И-=0, (80) 


где Ёи А, — такие постоянные, что Е + А ==), 
Граничные условия, относящиеся к двум осиованиям цилиндра, дают для 
функции 2: 
47 | 17-0 при 2=[ 42. #7 =0 при 2—= —[ (81) 
42 —° пр 2? аз —` тР о 


Следующее тождество, являющееся следствием первого из уравнений (80): 
+4 
а7\ Гай \2 | 
= = — ) — 278 
(2%), | [(5=) ВИ 
-1 


‚ * Очевидно, достаточис показаль, что всякая фуикция от р, 9, $ может быть 
разложена в ряд фундаментальных функций при довольно общих условиах (см. 
например, Ро1псагё, Тнеопе апа!уЧаие Че 1а ргорозацоп 4е 1а спа\еиг, глава 
ХУН). 7 


47, 
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показывает, что Ё необходимо положительно, и функция Й имеет вид; 
2 = Асоз (2 &) + Вят (2 ^) 


Если записать, что функция удовлетворяет лвум условиям (31), то мы видим, 
что один из коэфициентов А или В должен быть равен пулю. а это дает два 
типа гешений: Й = ии 1, ==с0$ 2, где в есть корень уравиения в + ЛЫ=0 
для первого решения и уравнения в-=й с! для второго. Каждое из этих 
ур внений имеет Сесчислеиное множество корней ($ 488), и каждому из иих со- 
ответствует положительное значение А. 

Сстается найти решение ПИ второго из уравнений (70), правильное внутри 
круга С радиуса единица с центром в начале, причем это решение должно при 


ай 
г=1 удовлетворять условию ри -- АИ" = 0. Ищем рещения вида == ^7 со$ пе }(7) 


или вида ий зп ло } (1), где п — целое положительное число. Замечая, что гй с0$ л® 
и м зиль прдставляют решения уравпения Лапласа, мы иаходим (т. 1,$ 63), 
что значенне }(/) должио удовлетворять уравиению: 


гро + 28-1 (+ ВО =0; (82) 
если положить в ием #= — ны, то оио переходит в следующее: 
а 4, _ 


Мы снова приходим к уравнению Бесселя, но в то время как в случае сферы 
параметр 1 равен полоьине ипечетного числа, здесь ои равен целому числу. Лак 
как функция И” должна оставаться конечной при г— 0, то в качестве функции { 


Кг: 
мы должны взять функцию / (и-1, —=), и мы покажем, как и в случае 


сферы, что граничные условия удовлетворяются для бесчисленного множества 
положительтых значений А‚. Итак, существует бесчисленное множество фунда- 
менгальных функций одного из видов: 


с0$ (#'2) ня за ть / (п + 1, —^ п) , 


: „: А э 
$1 (12) ла саз ло / (ть —* п) , 


где в, №. А, — корни трансисилентных уравнений. не зависящих одно от другого 
и допускающих Сесконзчное мн жество решений, можно доказать, как для сферы, 
что все они могут быть получены таким нутем. 


618. Общее уравнение эллиптического типа. Рассмотрим линейное 
уравнение от двух независимых переменных эллиптического типа, при- 
ведепиое к каноническому виду (5 473). Введя параметр \, мы его 
запишем в виде: 


а [ив +) {84) 


и положим, что а, 6, с, Г— непрерывные функции переменных х, у, 
имеющие непрерывные частные производные в области О, ограниченной 
замкну'ым контуром С. Общая залача Дирихле для уравнений этого 
типа приводнтся к отысканию интеграла уравнения этого вида, непре- 
рывного в областн 2 вместе со своими частными производными двух 
первых порядков н равного нулю на контуре С. Гильберт и Пикар 
привели эту задачу к функциональному уравнению Фредгольма двумя 
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различными путями. Мы вкратце укажем принципи метода Пикарз. Если 
ур внение (84) имеег интеграл и (х, у), удовлетворяющий поставленным 
условиям, То этот интеграл удовлетворяет также интегро-диференциаль- 
ному уравнечию ($ 521): 


Г ыы 9и ` ди ^ 
о [4 обои ею 
`В) 
ХО(х, у; 61 41-9 (х У, (85) 
где введено обозначение: 
2 
ф(х, === [ие 1) Ч (х, у; & 1 441, 
(5) 


С (х, у; &, 1) есть функция Грина в узком смысле для контура С. 
Обратно, всякое решение и(х, у} уравнения (85) будет также интегра. 
лом уравнения (84), если только к правой части можно применить фор- 
мулу Пуассона, что будет иметь место, если функция и(х, у) имеет 
непрерывные производные второго порядка. Уравнение (85) в своо 
очередь может быть заменено урзвнением Фредгольма: 


и (х, у) = (х Эа (26: т [ив 1) аа (36) 


9 91 
(2) 
с помошью двух интегрирований по частям (т. Г, $ 123), если принять 


во внимание, что функция и (&, т) на контуре С обращается в нуль. 
Ядро этого уравнения Фредгольма при &==х, 1==у обращается в бес- 


конечность как >: Слодовательно, Из него можно с помощью конеч- 


ного числа итераций ($ 563) получить ограниченное ядро, таким обра- 
зом к уравнению (86) можно применить общие результаты главы ХХХ/. 

Для того чтобы можно было от интегрального уравнения (86) пе- 
рейти к уравнению в частных производных (34), необходимо, чтобы 
решение и(х, у) было таким, чтобы к нему можно было применить 
преобразования, с помощью которых мы перешли от уравнения (84) 
к уравнениям (85) и (86). Для этого достаточно показать, что эта 
функция и(х, у) имеет непрерывные производные первого и второго 
порядков. За доказательством отсылаем к мемуару Пикара (ЮепсопН 
Че! Срусоо тиетаНсо 4 Риегто, т. 22, 1906). 

Из этого метода ясно, почему решение обобщенной задачи Дирихле, 
разложенное по степеням Х, вообще говоря, не представляет сходяше- 
гося ряда, как в случае задачи Коши для уравнения гиперболического 
типа. Полученный ряд сходится только, если \} меньше наименьшего из 
модулей особых значений ядра. Мы видим, кроме того, что обобщен- 
ная задача Дирихле имеет вообще решение и притом единственное. 
Исключение может быть тольго в том случае, если \ есть одно из 
особых значений ядра уразнения (86). 


13 5. Гуров, т. ИТ, 2, 
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ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ 
1. Разложен е ядра частного вида. Пусть у(х) будет функция, имеющая 


в интервале (0, ® ‚> 0) непрерывную вторую производную {{х) и удовлетворяю- 
щая двум условиям; 


"Ах=0, у() =). 


< .—55 


Если определить постоянные С; и Сь, входящие в общий интеграл уравнения 
у’-= Вх) (стр. 156,, так, чтобы удовлетворить этим двум условиям, то для у(л) мы 


найдем; 
[< 


уд=\К(а, ЭДА 


ё 


гле ядро К(х, В равно 


- (ю— 1 
и ы о } при ха при Ё>х равно 


+ 2% 
хо — [А 
Г | 20 
грального уравнения 


. Фундаментальные функции этого ядра, т. е. решение инте- 
и 

9 (х) = \ Киа, Ве (а (Е) 
о 


представляют иитеграл линейного уравнения $” (х} ==) (х), которяе удовлетво- 
ряют двум условиям; 


$ (©) = (0), \е(х)4х=0. 


=^.— 56 


Эти интегралы необходимо периодичны, ибо из последнего условия вытекает 
' (0). Особ ЧЕ 
равенство $’(%) = (0). Особые значения суть, следовательно, числа — —- 


2’ 


где 
п — целое положительное число, и каждому особому значению соответствуют 
две независимые фундаментальные функции с0$ пи и т ит. 

Уравнение (Е) можно заменить уравнением с симметрическим ядром: 


ка 


® (х) = ) [кс й- >” © (Е) аЕ. (Е) 
0 


э 


Ц самом деле, ядро К(х, В удовлетворяет условию: 


К(х, Вах =0, 


< —Е 


а следовательно, также и 


((бах=0, 
б 
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и функция $(х) удовлетворяет уравнению (Е'). Обратно, всякое решение инте- 


грального уравнения (Е') удовлетворяет условию: 
Ц оо ` ® \ 
(водах (Ка, оба и 4х. [а 
5 56 . , 
или 
© [2 
(В а [1 + .| у а] о 
о ” $ 
Поэтому имеем также: 
ве 
\ 20 4 ==0, 


о 


а следовательно, $ (х) будет также решением уравнения (Е), если только Х ие 
равно . Для этого значения »Х решение уравнения (Е”) должно удовлетворять 


диференциальному уравнению: 


х 
оо 
$" (а) = бе — = © (И 


5 


из 
з 


и условию ф'’о) = (0). Легко видеть, что существует только одна независимая 
функция $ —= |, удовлетворяющая этим условиям. 

Итак, ядро К\(х, у) = К (х, д имеет те же особые значения 
с теми же фупдаментальными функциями, что и ядро К (х, у), а кроме того, еще 
особое значение `г КОТОрому соответствует ‘фундаментальная функция ф==1. 
И это ядро К, (х, у) также симметрическое, ибо можно записать, что 


(хую —фх-у 


К! (х, у) = о для ухх, 
К» (х, и“ 2) УЕ для ух. 


Так как это ядро К! (х, у) симметрическое, и все его особые зиачения, кроме 
первого, отрицательны, то оно может быть прелставлено равиомерио сходящимся 
рядом, составленным из главных ядер ($ 592). Мы получаем такое разложение: 


0? ® рр 2птх Эпяу 2нтх Эпку 
К! (х, у} =в—58 {со (=="*) с03 ("=") - за ( р } $1 (==) р 


[0 


которое пригодно для всех значений х и у, заключенных между 0 и о, что легко 
доказывается иепосредственно с помошью теории рядов Фурье (т. 1, $ 201—204). 
В частности, если положить у==0, то для значений х, заключенных между 0 и®, 
получим разложение: 


+20 
хех 5 о 1 05 (21) 
2% ^ 12 2) 12 ю /* 


13* 
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Приложение. Пусть будет Р(х) — фуикция, имеющая вторую произвол- 
ную, непрерывную в интервале (0, ®), и удовлетворяющая условию Р (5) = Р (0). 
Прибавляя к иней постоянное — С, мы можем, очевидно, предположить, что 


а следовательно, функция А (х) имеет вид: 


Е(=С+ [ке (= 


Г 
=с+ | К )Р”(0 а [Ра 
о © 


По теореме Гильберта-Шмидта интеграл 


® 


Ако Ра 
э 


может быть разложеи в равномерно сходящийся ряд Фурье, и то же можно 
сказать, как мы это видели, и о выражении х(х — 9). 
2. Полиномы Лежандра. Рассмотрим ялро К (х, $), определенное следующим 
образом: 
К (х, $) =10$ (1 — $) 2108 (1 Ех) +1— 21052 
для — 1 5 х=1, 
К (х, $) = 10$ (1 — х) {106 (1- $) + 1— 21022 
для — 15 х=5=1. 
Это ядро симметрическое, и нетрудно показать, что 
м +1 
\ К (х, $) а = ка, 5) ах =0. 
1 51 


Следовательно, всякая функция вида 


удовлетворяет условию: 
ре а 
\ к ах= \ \ ко 5) # ($) ах 4; =0. 
—1 ры 
Приняв это во внимание, рассмотрим одпородное интегральное уравнение! 
а 
$ «ЕАК. 5 5) 43. 


—1 
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Если в этом уравнении заменить К(х, 5} его выражением, то его можио 
будет записать в виде: 


х х 1 
9-Х \ 102 — $) 25) 8-Е 2108 (1-- Х)\ $ (9) 48 -® \ 108 (1+5) 3 ($) 48 + 
1 а х 
2 1 
4-05 (1—2 ($) + -—2102 2) \ +) 4 
х —1 


Диференцируя его, получим: 


"Оноре |} (о юа + -№юва» + 


1 х 1 
. ) ‚ 
о-ва - яр? ет |164 
Е о х 
ИЛН 
х 1 
ПЕНИ (#6) 45, 
о х 
Принимая во внимание условие 
1 
\ 9 (5—0, 
1 


мы можем правую часть заменить через 


“ 


— 2 \ 9 (5) 45 
1 
и иовое лиферсицирование дает: 


(а — ПН 60-524 (9 = 0. ® 


Уравнение (Е) только в том случае имеет иитеграл, который при х= 1 
остается конечным, если 2) имеет вид— п (м - 1), где п — целое положительное 
число, и соответствующий интеграл представляет полином Лежандра Р„(х). Об- 
ратно, пусть 

1 
—п(п+т | 
о | К, ЭР, ©) 4$ 


—1 


приведенные вычисления показывают, что Ух) представляет интеграл линейного 
диференциальиого уравиеиия 


(м — Пу’ 2ху—п(п + ПР, (%) =0, 


198 ГЛАВА ХХХШ. ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ $65 618 


Так как этот интеграл для х==-=1 остается конечиым, то сн может отли- 
чаться от Р„(х) только на постоянное С, и это постоянное равно нулю, так как 


1 +1 
\ ух ах =\Р,(х ах =0. 
1 и: 


Итак, особые значения ядра К (х, $) суть числа 


Щ_ пи 
2 


где л-— целое положительное число. Каждому из этих значеиий соответствует 
единствеиная фундаментальная функция Р, (х). 


пп 1 
Главное ядро, соответствующее полюсу — пи, имеет вил: С„Р, (х) Ри (5. 


Для определения константы С достаточно воспользоваться условием; 


которое дает (т. 1, 5 205) 


= 


Следует заметить, что ряд, составленный из главных ядер, не сходится рав- 
номерно, ибо Р, (1) = 1. 
Приложение. Пусть Р (х) — непрерывная функния, допускающая в ин- 


тервале {— 1, -1) непрерывные производиые ГР” (х), Е” (х) и удовлетворяющая 
условию 

т 

\ Е(х Ях = 0. 

—1 
Положим 


Ха — 1) 7) 2х (5) = р {ПР}, 


4-1 


Фя=- 5 | К 9/9 4%, 
—} 


Принимая во внимание изложенные выше соображения, а также то обстоя- 
тельство, что 


1 
\ #(%) ах =0, 
ви 


мы получим, что 


(2—1) Ф”(х) +2 Ф, (= (9) = (2 - ПР” (х) - ХР (х), 
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Так как функция Ф(х} при х==-1 остается конечиой, то она отличается от 
ВБ (х) только на постоянное слагаемое, а так как 


1 
\ Ф(4)4х=0, 


— 
то эта постоянная равиа нулю. Таким образом 


ри 
Е(х=— $] К(х, 8) 1 ($) 45, 
2! 


и, следовательно, функция Р(х) в интервале (—1, {- 1) разлагается в равномеоно 
сходящийся ряд полиномов Лежандра. Теорема остается справедливой для любой 
иепрерыв:ой функции и ее двух первых производных, если рассмотреть раз- 
иость 
+ 
ГЕ 
Е(&)— 2) Е (ах. 


-_3 


3. Охлаждение сферы. Мы видели ($ 488), что в случае, когда температура 

зависит только от расстояния ло центра, мы получаем простые решения с по- 
@ 

мощью нахождения интегралов уравнения ая=\ 7 (^). удовлетворяющих началь- 


иым условиям р 
о 
0(0) =0, —- Е йо =0 для г=: Ю. 
аг 
а? 
Можно также легко показать, что интеграл уравнеиия ан == (/). удовлетворяю- 
щий этим начальным условиям, имеет вид: 
К 
= КС, 9 4 


о 


где К(”, 8 есть симметрическое ядро, определенное равенствами: 


; а . 
К (г, = трав —Е длЯ ск 
йя . 
К (к =ЗЕАЮ —” дли > Р 


Таким образом искомые функции 70(’) представляют собой фундаментальные 
функции этого симмегрического ядра, 

Всякая функция У(/), удовлетворяющая начальным условиям и имеющая 
иепрерывные производные первого и второго порядков в интервале (0, Ю), мо- 
жет быль представлена интегралом 


\К(/ дуба 


о 


® 


и, следовательно, может быть разложена в равномерно сходящийся ряд Фурье, 
членами когорого являются фундамеитальные фуикции этого ядра. 


200 ГЛАВА ХХХШ. ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ $ 618 


4. Уравнение Бесселя. Общий интеграл уравиения 
а р 
ууу = 


в котором предполагается, что я > 1, равен 


1 а 


х 
у= 1 [илья — 7) 45 А-а + В. 
1 


Для того чтобы интеграл при х==0 оставался конечным и, кроме того, удовле- 
творял условию у’ (1) | Лу (1) =0 (#520), необходимо, чтобы было 


Хх 
А= 1 [зла 
‘0 


(бя А- (А В)=0. 


Отсюда легко получается, что искомый интеграл имеет вил; 
1 


(= Н (х, $) { (5) 4$, 


у= 


1 —а 
|] 
где 
Н(х, = м-в (0«5=х%), 
Н(х, $) =9ча в (х<5< 1) 
а ато . Интегралы уравнения Бесселя 


й 
ху" + ау" = Алу, 


которые удовлетворяют предылущим условиям, являются, таким образом, реше- 
ниями интегрального уравнения: 


1 
9х) А (= Н(х, $) 9 (5) 45, 
0 


у которого ядро имеет вид ядра Шмидта ($ 593). 


Примечание, В частном случае, когда а =1, мы таким же образом при- 
ходим к иитегральиому уравнению: 
! 
9 = А 3Н(и, 9) 9 (5) 45, 
о 


где 
Н(х, 5) =10рх--в для 5<х 


Н(х, $) =155 +в для 5х, 
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5. Задача Дирихле для контура с угловыми точками. Для простоты рас- 
смотрим замкнутый контур С, имеющий одну угловую точку 40 с криво тиней- 
ной абсциссой ло, в которой к: сательные составл, ют угол а=2т. Ин:егральное 
уравнение, к которому приводится задача, имеет вид: 


Ня [уаз =, (Е) 
о 


где гиф имеют обычные значения, а В равно я для х=2хо и равно 2я — а для 
х= ($ 505). 
Заменим уравнение (Е) уравнением: 


се» | 648 =) (Е) 


с 


которое отличается от первого только для х-= хо. Применяя к этому уравиению 
метод последозательпых приближений, мы приходим к формальному решению: 


Вх, № = 20 (Хх) + № (а) +... ма, (х) +... 


где различные члены р„(х) разрывны при х==лхь и непрерывны для всех лругих 
значений х. Это легко показать с помошью свойств потенциала двойного слоя. 

Положим, что |М настолько мало, что ряд равиомерно сходнтся. Тогда это 
решение р(л,Х) уравнения (Е’) претерпевает разрыв при х= хе, и мы имеем 


Р(жь 5 ра О МЕрОв-— 0. 


Вычислим этот разрыв. Для этого обозначим через Р (х,\) непрерывную функ- 
цию, равную 
Р(5,\) для ХА 
и 
в(& = 0,) для х=\. 


Уравнение (Е’) можно ззписать в виде: 


С0$ 3 Гс0$ $ 


ела | ЧАР сь — бла — А [Раз + бо, 


р 
[93 [6] 


и так как первый интеграл есть непрерывная функция ($ 513), то функция 
пр (х,1) имеет тот же разрыв, что и функция 


- ол) ть 
с 
Таким образом имеем: 
п[о (хо 2 0, № — р (хо) == — + (хо) За (чо №) = (а— =) Ю (46.1) 


или, принимая во внимание определение функции Ю(х,^: 


. _ С 
К лия 
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Таким образом непрерывная функция А (х,*) удовлетворяет интегральному урав- 
иению: 


А (в) ([ (48 =), (Е”) 


где |= для х== хо и = {А (п- а) для х =. 

Принимая это во внимание, можно сказать, что если функция р(х, №), кото- 
рая является аналитической функцией от %, голоморфна в окрестиости точки Х=1, 
то, очевидно, то же имеет место и для фуикции А (х, 1), а последнее уравнение 
(2”) доказывает, что А (х,1) представля«т непрерывное решение уравнеиия (Е). 
Это замечание без труда распространяется на контур, имеющий любое число 
угловых точек, и на задачу Дирихле в пространстве для поверхности, имеющей 
любое число ребер. 

Вопрос сводится к доказательству того, что \=1 не есть особое зиачение, 
для уравнения (Е’). Этот вопсос является предметом важиых исследований Карае- 
мана (Т. СаЙетап), изложенных в прекразном мемуаре „Обег Меишалп Рошса- 
гезсНе РтоШет Нхг ет СеЫеё п ЕсКе 1“ (Орза]а, 1916). в которых он изучает 
особенности функции А (х,\) комплексного переменного Х во всей плоскости. 


ГЛАВА ХХХГУ 
ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 


задачи, которые составляют предмет вариационного исчисления, 
представляют собой задачи на максимум и минимум самого различного 
характера, в которых требуется определить вид одной или нескольких 
неизвестных функций. Мы рассмотрим только наиболее простые из этих 
задач, чтобы обратить внимание на специфические трудности; возникаю- 
щие в вопросах этого рода, и чтобы попытаться в то же время дать не- 
которое представление об успехах, достигнутых в последнее время 
в этой области. В этой главе будут рассматриваться только действитель- 
ные переменные *. 


1. ПЕРВАЯ ВАРИАЦИЯ. ЭКСТРЕМАЛИ 


619. Предварительные леммы. Прежде всего мы установим несколько 
очень простых лемм, частными случаями которых мы уже пользовались 
и на которых основано все вариационное исчнсленне. 

ЛЕммА 1. Пусть Е(х) — некоторая непрерывная функция, опре- 

м 


деленная в интервале (ху, х!); если интеграл и {х) Г (х} ах равен нулю 


х 


х 
для всех возможных видов функции 1 (х), непрерывной вместе со своею 
производною 1'(х) в интервале (хо, х.) и обращающейся в нуль при 
Х=мж ий х=х, то фуниция Р(х) равна нулю во всем интервале 
(хо, х,). 

В самом деле, допустим, например, что функция ЁР(х) положительна 
для некоторого значения х,, заключенного межлу м) и х,; тогда можно 
указать такой интервал (&, &,), содержащий х, (% <& < хх), 
что функция Р(х) будет положительна во всем этом интервале (4%, &,). 

Рассмотрим теперь функцию 1 (х), определенную следующим образом: 

1. 1(х)=0 при хз х=. 

2. 1(х) =(х—&)”" (8 —х)" при & = х=, где т— целое поло- 
жительное число, не меньшее 2. 

3. 1(х) =0 при & =х=лх,. 


* Более полное изложение общей теории, а также исторические указания 
читатель найдет в статье „Вариационное исчисление“ во французском издании 
„Еп^лусорейе 4ез Зепсез татётаНдиез“ Кнезера, Цермелло и Лека (Кпезет, 
ПегиеПо, Т.еса!), а также в следующих произведениях: Кпезег, Тейг- 
Биср Чег УайаНопзгесвпийе (ВтаиазсН\уее 1900). — О. Во|ра, Тесние$ оп Ше 
са]си]из оЁ уамаНоп$ (СБкасо 1904). —]. Надашага, Гесопз зиг 1е сасш 4ез 
уайаНопз (Райз 1910). В этой главе я во многом использовал последние две 
книги, 
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Эта функция непрерывна и допускает непрерывную производную 
между ху их, и, кроме того, ясно, что соответствуюн.ее значение рассма- 
триваемого интеграла положительно. 

Эти рассуждения, очевидно, останутся в силе, если отбросить неко- 
торые из условий, налагаемых на функцию т (х). Можно также подчи- 
нить эту функцию п(х) новым требованиям, например чтобы она до- 
пускала непрерывные производные до определенного порялка, которые 
бы обрашались в нуль при Х=ж и при х==х,. Достаточно взять це- 
лое число м достаточно большим, чтобы этим условиям удовлетворяла 
рассмотренная выше функция т (х). 

И, наконец, очевидно, что предложение распространяется на инте- 


гралы вида: 
4 


У 8: + №2,  13Р] ах. 


№ 


где Р,, Е,, Ру, — непрерывные функции в интервале (ху, х,), а 11, 15, 13 — 
функции, удовлетворяющие тем же условиям, что и 1 (х). Для того чтобы 
этот интеграл был равен нулю для всех возможных видов функций 1, 
12, 1з, Удовлетворяющих этим условиям, необходимо, чтобы функции Р., 
Р., Ез были тождественно равны нулю. Позже ($ 627, замечание) мы 
встретимся с новыми обобщениями. 

Лемимл П. Пусть Е (х) ит (х) — две функции, непрерывные в интер- 


вале (ху, х,), из которых нерзая Е(х) предполагается определенной. 
м 


Если определенный интеграл \1(х) Р(х) ах равен нулю для всех воз- 


№ 
= 


можных видов функции 1(х), для которых интеграл \ 1 (х) ах равен 
№ 
нулю, то функция Е(х) равна постоянной. 
В самом деле, если эти условия выполнены, то мы будем также 


иметь: 
ьа 


|129) — С]т (<) 4х -=0, 


№ 
м 


х 
каково бы ни было постоянное С, ибо интеграл \п(х) 4х равен нулю. 


Выберем в частности постоянное С так, чтобы было 
м 
\ [Р(х) — С] 4х==9. 
® 


Если теперь выбрать 1 (х) = (х) — С, то мы будем иметь: 


ИМЕЯ — С?ах= о, 


№ 


откуда мы получаем А (х) ==С (ср. сгр. 183, сноска), 
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620. Определения. Содержание первой задачи. Пусть Р(х, у, \') бу- 
дет функция трех переменных х, у, У’, которая непрерызна вместе со 
своими часгными прсизводлными до третьего порядка Для всех точек 
с координатами (х, у), принадлежащих односвязной области \ на плос- 
кости, и для всех конечных значений у’. Во всех примерах, ко'орые мы 
будем рассматривать, эта функция Г аналитическая. Область \, кото- 
рая в каждом отдельном случае определяегся условиями залачи, может 
охватывать всю плоскость или быть ограниченной одной или несколь- 
кими граничными кривыми. 

Пусть /(х) — непрерывная функпия, попускающая непрерывную 
производную в иктервале (х,, х.); мы будем говорить, что эта функция 
принсдлежнт к классу (1) в интервале (х,,^х,). Уравнение у==Х(х) для 
всех значений Хх, изменяющихся от ху до х., из‹ бражает дугу кривой Г, 
имеющую в каждой точке касательную, угловой козфициент которой 
изменяется непрерывно; говорят также, чт» эта кривая Г принадлежит к 
классу (1). Если она расположена в о^ластн $}, то функния А [х, /(х) Г ()Ь 
полученная из функини Р(х, у, У) заменой у на Л(х) и у’ на Л (х), 
непрерывна в интервале (ху, х1), и интеграл 


Е ХЛ ая 


№ 


имеет конечное значение. Мы будем также писать этот иптеграл в виде: 


7—\Р(х,у, у") 1х, 
г 
указывая кривую Г, влоль которой он взят. Пусть А и В — две какис- 
нибудь точки области ЭЁ с координатами (х,, У и (ху, У); мы будем 
всегда предполагать, что Ху <х,. Две точки А и В можно соединить 
бесчисленным множеством кривых Г класса (1), расположенных целиком 
в области \. Любая из этих кривых Г определяется уравнением вида 
у=/(х), где функция /(х) есть фупкция класса (1), определенная 
в интервале (ху, х,), удовлетворяющая условиям: 


= (хо), У =Л 


и, кроме того, такая, что точка с координатами [х, /(х)] остается в обла- 
сти М, когда х изменяется от % до х,. Каждой функции /(х), удовле- 
творяющей этим условиям, соответствует определенное значение инте- 
грала Л. Задача, которую мы себе ставим, может быть формулиро- 
вана так: 

Существует ли среди кривых Г класса (1), соединяющих две точки 
Аш В ши расположенных внутри области \, такая, что соответ- 
ствующее этой кривой значение интеграла / будет больше или 
меньше, чем для всякой другой кривой, удовлетворяющей теми же 
„условиям? 

Нельзя быть уверенным а рИой, что существует кривая Г, отвечаю- 
щая поставленным требованиям. Предположнм, например, что функ“ 
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ция Р(х, у, у') будет всегда положительна для всех конечных значс- 
ний у’ и для любой точки (х, у} в области Ж. Интеграл / имеет, оче- 
видно, положительное значение для всякой кривой Г, соединяющей две 
точки Ди В); значение этого интеграла имеет, следовательно, верхнюю 
границу 21 >=0, но отсюла нельзя заключить, что существует кривая Г 
рассматривасмого внла, для которой / имеет эго значение т: мы при- 
ведем примеры, в которых это будет не так. 

Здесь есть существенная разница между задачами вариационного 
исчисления и задачами на максимум и минимум, рассматриваемыми в ди- 
ференциальном исчислении; и в самом деле, мы знаем, что, например, 
функция одного переменного х, которая непрерывна в замкнутом 
интервале (а, 6), достигает в этом интервале своего наибольшего и наи- 
меньшего значения (т. [ 58). 

Прежде всего мы булем заниматься только нахожчением относи- 
тельных максимумов и минимумов, т. е. мы булем сравнивать значение 
интеграла / вдоль кривой Г, соединяющей дв> точки Аи В, только 
со значениями того же нитеграла, взятого вдоль близких коивых, удов- 
летворяющих тем же условиям. Для определенности мы чаше всего бу- 
дем искать минимальные значения, приводя случаи максимальных зниа- 
чений к первому заменой Е на — Р. 

Задача, которую мы себе ставим, может быть вполне точно форму- 
лирована аналитически. Пусть у == (х) булет функция класса (1) в интер- 
вале (хе, х;), принимающая значение у’ при Х=х, и значение у; прн 
х=х, и иритом такая, что кривая Г, изображаемая уравнением у==/(х), 
находится внлиири области \. Пусть в — положительное число, через 
\:, обозначим замкнутую область на плоскости, ограниченную двумя 
прямыми х=х,, х=х,, параллельными оси Оу, ин двумя кривыми 


У, = (х) - в, У. = Г(х) —е; 


при этом мы предполагаем число & настолько малым, что вся область 
находится внутри У. Всякая кривая класса (|), соединяющая две точки А 
и В и находянаяся в области №, может бы‘ь представлена уравнением 
вида у=У(х) К о(х), где функция ®(л) непрерывна, допускает не- 
прерывную производную в интервале (ху, м.) и, кроме того, удовлетво- 
ряет условиям: 


в (*‹)=0, ©(х,) =0, '16(х)| < дя ххх. (1) 
Мы будем говорить, что функция Т(х) дает экстремум для инте- 


грала У, если можно указать такое положительное число в, что зна- 
чение интеграла 


1—=\ Р[х, (х), Л ах 


р 


№ 


меньше или больше значения интеграла 


Пу Ех, Я но (х, Л аа] ах, 


№ 
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где в (х) есть произвольная функция класса (1) в интервале (х,х)), 
Удовлетворяющая условиям (1) и не обращающаяся тождественно 
в нуль *. 

Ясно, что можно найти бесчисленным множеством способов функции 
® (х}, удовлетворяющие поставленным условням и зависящие от любого 
числа произвольных парамегров. Мы рассмотрим сначала функции в (х}, 
зависящие только ст одного параметра, и в очень простой форме. Обо- 
значим вообще через ц(х) непрерывную функцию, допускающую непре- 
рывную производную в интервале (ху, х.) и обрашающуюся в нуль на 
концах интервала’ Ху и 4.. Ясно, что гри достаточно малых значе- 
ниях '4! можно слелать значение функции ат(‹) по абсолютной вели- 
чине меньлие е во всем интерв ле (ж, х,). Если в функции Ё[х, 1 (х), /' (х)| 
заменить Л(х) на /(х)  ап!л), то интеграл / сделается функцией па- 
раметра а: 


1(2) = Ах, (ох) -- 21 (х), Л (х) Е ат (х] ах, (2) 


и эта функция дозжна достигать минимума для значения 4==0, какова 
бы ни была фучкиня т (х). 

Если разложить эту функцию /(2) в строку Тейлора но стене- 
ням 4, то мы получим: 


са 
(2) = (7) = ИА. т: аи На (2), 


где й(21) стремится к нулю вместе с а. Величины @/., а2/,.... пвазы- 
ваются первой, второй и т, д. вариациями интеграла У. Согласно обозначе- 
нням, установленным Лагранжем, их обозначают через 5.1, 627,..., 67]. 


Заметим, что вариация 2"/ равна произведению 4” на зпвачение я-й про- 
7 


ИЗВОдДНОЙ взятой для значення а==0. Мы видим, таким образом, 


рр п? 
что, для того чтобы функция Г(х) давала интегралу У минимум, не- 
обходимо должно быть (пользуясь обозначениями Лагранжа): 


81=0, 2/0; 


эти условия должны выполняться, какова бы ни была функция 1 (х), 
если только эта функция непрерывна вместе со своею производного 
в интервале (х,,х,) и равна нулю на концах э!ого интервала. Для 
случая максимума знак >> должеи быть заменен знаком <. 


* Злесь может быть экстремум в узком или в широком смысле. Мы нмеем, 
например, миинмум в узком смысле, еслн Ух У' для всех возможных видов 
функции © (х}; минимум в широком смысле будет, если для некоторых видов 
функции в (Хх) будет иметь место равенство У_= У". 
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621. Первая вариация. Уравнение Эйлера. Применяя обычную фор- 
мулу диференцирования пол знаком интеграла, мы получим из фор- 
мулы (2) выражение для первой варнации: 


м 
Е ЕР 
= ото < (3) 
% 
Е 5Е , 
где в выражениях -- и у значения у и у’ заменены функциями Х(х) 
ву ду 


и Г(:). Если функция /(х) имеет непрерывную производную второго 
порядка /”(х), то к интегралу 


А 

Гор 

- 1 (х) 4х 

и ЗУ 

5 

МОЖНО применить интегрирование по частям, что дает: 

д ыы 
‘Е 98 |“ | 4 Е 
\ —% (х) 4х = | (<) — \ 1 (х) —- ‘ и) 4х (3') 
зу Ч м. ах \ду 
№9 № 


Первый член правой части равен нулю, ибо функния 1(х) на концах 
интервала обращается в нуль, и мы получаем варнацию 6/ в новой 


форме: х 


к РГ 1 9Е 
% 


Согласно лемме Т ($ 619), для того чтобы иметь 5./ = 0 для всех возмож- 
ных видов функиаи %(х), необходимо, чтобы коэфициент при 1 (<) под 
знаком интеграла был равен нулю во всем нитервале (ху, х.). Отсюда 
мы получаем первое условие, которому должна удовлетворять функ. 
ция Г (х)` 

Даля того чтобы фучкция Г(х) доставаяла относительный экстре- 
муж опртдоленному интегралу У, необходимо, чтобы эта функ- 
ция Х(л) удовлетворяла диф ренциальному уравнению: 


а [57 . 
ду ах) (5) 


Это уравнение было получено впервые Эйлером *. Развернув выра- 


жение из й а (5 
ние производной — | — 
р х ах 9 


9, 392Р а?Р 9Е 


--- | у’ = = 
327 Руди? жду зу с. (6) 


), равенство (5) можно написать в виде: 


*) шиийолез Сасий ИиертаНз, т. Ш. Лаграшж первый рассмотрел общие 
вариации (Оенугез, т. 1). 
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Если функция ЕР содержит у’ (а это и будет в общем случае), то урав- 
нение (6) представляет уравнение второго порядка, и общий интеграл 
1(‹,; а, В) зави:ит от двух произвольных постоянных @ и 6. Если по- 
требовать, чтобы интегральная кривая проходила через две данные 
точки А и В области \, то нужно выбрать эти две постоянные так, 
чтобы удовлетворялись два условия у ==Л(хо, а, 6), у ==Х(х:, а, 6). 
Задача, вообше говоря, определенная, ибо число произвольных пара- 
метров, которыми можно располагать, равно числу уравнений. Следова- 
тельно, всякая функция /(х) класса (1), дающая экстремум интегралу /, 
представляет интегральную кривую уравнения (5), прохоляшую через 
две точки А и В. Позже мы исследуем, всякая ли интегральная кривая, 
удовлетворяющая этим условиям, дает экстремум. Мы будем говорить 
вместе с Кнезером, что всякая функция у(х), удовлетворяющая уравне- 
иию Эйлера, есть экстремальная функция, а также соответствующая 
кривая Г есть экстремальная кривая, или экстремаль. Через кажлую 
точку (ху, У‚) области ЭЁ прохолиг бесконечное множество экстремальных 
кривых, но среди них существуег только одна, касательная к которой 
имсет угловой коэфициент м, если только Рун (Жо, У’, У,} не равна нулю. 


Если вторая производная Е” у отлична от нуля в любой точке области АИ 


и для любого значения у", то соответствующая задача вариационного 
исчисления называется празильной. 


Замечание Дю-буа-Реймона (Би Во!$-Кеушопа). Чтобы нерейтн от 
формулы (3) к формуле (4), мы прелположили, что функция }(х) нмеет неире- 
рывную пронзводиую втерого порядка; остастся показать, что интегралы уравне- 
ния Эйлера представляют едииственные функции {{х) класса (1, для которых 
первая вариания равна нулю при любой функини л (1). 

Дю-Буа-Реймон первый это показал, по при доказательстве он вместо первой 
леммы пользовался второй и применял интегрирование по частям не ко второму 
члену интеграла (3), а к первому. 


Если в выражении у: заменить у функцией Х(х) класса (и у функ- 


“У 
цией /” (5), то в результате этой подстановки получится непрерывная функция 


от х, которую можно представить в виде Ф' (‹), где Ф (‹) есть также нопрерыв- 
ная функция в интервале (хо, х!). Принимая это во внимаине, применим формулу 
м 
ЭР. 
иптегрирования по частям к интегралу | п (х) у, 4х; получим: 
у 


% 


| п (=) ы ах= | Фот) 4х Фи — (Фи) 4 


и мы приходим к новому выражению для 6.7. 


м 
ат (х) [5 (9 4х. 
ду 
Хо 
Этот интеграл должен быть равен нулю всякий раз, как 
о 
( \' (х) 4х == 0, 
® 


14 д. Гуреа, т. ПТ, % & 
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ибо еслн взять т (хо) = 0, то будет также и т (х!) =0, а в таком случае коэфи- 
циент при т’ (х) под знаком интеграла должен быть равен постоянной величине, 
и функция }(‹) удовлетворяет уравнению вида: 


Ра [х, О), Л (х] =Ф (С, 


где функция Ау (х, у, у’) имеет непрерывные частные производные первого по- 
рялка. Это не разрешенное от. осительно {”(х), дает решение в виде: 
К (&) = [х, С . где функци» Ф также имеет непрерывные производные первого 
орз на (т. 1$. И Отсю`а следует, что {'(‹) также имеет непрерывную производ- 
ную (+), и, следовательно, }(‹) представляет интеграл уравиения Эйлера. 


Различные примечания. |. Так как общий интеграл урав- 
нения Эйлера солержит только две произвольные постоянные. то эксгре- 
маль, вообще говоря. определена, если задаты две ее точки. Но нельзя 
задать произвольно две точки экстремали и касательную в одной из этих 
точек, а огсюла следует, что соответствующая задача вариационного 
исчисления, вообще говоря, не имеет решения. Нельзя, например, по- 
ставить такую задачу: среди всех кривых класс! (1), соединяющих две 
точки А и В и имеющих в точке А касательную, отличную от пря- 
мой АВ, найти такую, длина когорой была бы наименьшей, В самом 
деле, в этом сзучае экстремали суть прямые, и среди них нет ни одной, 
удовлетворяюн:ей поставленным требованиям. Ясно, что в этом случае 
задача не имеет решения. С одной стороны, все кривье, удовлетворя- 
ющие этим условиям, имеют длину, превосхолящую расстояние АВ, а 
с другой стороны, среди них можно найти такую, длина которой отли- 
чается от длизы АВ как угодио мало. 

2. В случае, если функция Р(х, у, У’) зависит только от у’, уравне- 
ние (6) приводится к виду У’=0, и все экстремали суть прямые. 

Если функция Р(х, у, у’) не зависит от у, то мы пепосредственно 
получаем первый интеграл уравиения Эйлера. В самом деле, если исхо- 
дить из первоначальной фермы (5), в которой это уравнение было по- 
лучено, то мы вилим, что в этом случае оно равносильно уравнению 


Е 
первого порядка Уи т= С, откуда мы получаем у'==$ (х, С), и интегри- 
У 


рование приводится к одной квадратуре. 

Равносильн ›е упрощение мы получасм в том случае, когда функ- 
ция Е не содержит х. В самом деле, в этом случае мы можем рассмат- 
ривать уравнение первого порядка между у и У==р (т. ИП, ч.2, 6 380): 


ве УР МР ар _ ‘ ( ‚г 52 ар 
ду Вр ГР ау ау РЗ / ор цу, 


ИЛИ 


Мы получаем, следовательно, первый интеграл, содержащий только уиу: 
зЕ 
Е } т 
(у, у’) Узи=С, (7) 


а топерь достаточно одной квадратуры, чтобы интегрирование уравне- 
ния Эйлера было закончено, 
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’ 


Если функция Ё не содержит у’, уравнение (5) обращается = 0; 


елинственные функции /(х), для которых первая вариация 6./ равна 
нулю, будут, следовательно, решениями этого уравнения, Экстремали 
в этом случае не зависят ни от какой произвольной постоянной. 

3. Рассмотрим, как нужно выбрать функцию Р (х, у, у’), чтобы инте- 
грал 7 не зависел от кривой Г. Для этого необходимо, чтобы первая 
вариация 8.7 была равна нулю, какова бы ни была эта кривая, и, следо- 
вательно, чтобы уравиение Эйлера привелось к тождеству. Мы должны, 
следовательно, иметь Ри ==0, т, е. Е есть линейная функция от у’: 


Е==Р(х, у) РУО (х, у). 


Если функция Р этого вида, то интеграл . есть криволинейный 
интеграл 


(ху) 
1= \ Руа 9х, у) 4, 
(хо, Уо) 
зР 
между тем как уравнение (6) принимает вид О. Найденное 


таким образом условие является необходимым и досгаточчым для того, 
чтобы криволинейный интеграл не зависел от пути интегрирования 
(т.1,5 152) даже для кривых более общей формы, чем те, когорые рас- 
сматриваются в этой главе, напрамер для путей, имеющих конечное 
число угловых точек. 

4. Заметим еще, что если заменить функцию Е через 


30 99 
РР уж Рау" 


то уравнение (6) не изменится, и оба интеграла, очевидно, олновре- 
менно достигают максимума или минимума, какова бы ни была функ- 
ция 9 (х, у), ибо они отличаются только на постоянное 


9 (му) —9 (Хо, У). 


622. Примеры. Пусть Р==у УТ -у?, где а — произвольн.й показатель, а 
область % — часть пл скости над осью Оз. Уравнение Эйлера злесь имеет вид: 
уу’ —а(1- у?) =0, и первый интеграл (7) может быть записан в виде: 


р" (3). 


Это диференциальное уравиение уже было рассмотрено (т. 1, $ 281), и мы видели, 
что интегральные кривые получаются все из кривой 1, заданной уравнением; 


: 
ЖЕ | сов Е 46 У==с0$8 & (8) 
у 


1 
где в-= —- — , переносом, параллельным оси Ох и гомотетическим преобразова- 
р 


14* 
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нием отиосительно начала. Кривая 1 имеет две совершенно различные формы 
в зависимости от знака показателя а. Так как мы рассматриваем только часть кри- 
п х 
> о 5. Если а 
положительно, то Е отрицательно, и кривая 1 снмуетрична относительно оси Оу, 
которая прохолит через самую инзкую точку кривой, Кривая имеег дье беско- 
Нечные ветви, для которых ось У является асимптотическим направлением, и она 
обращена выпуклостью в сторопу отрицательных у. Общий вид ее напоминает 
параболу, если в по абсолютной величине больше или равно елиинце; если зпа- 
чение в содержится межлу — Ти 0, то кривая имеет две асими:оты гараллель- 
ные оси Оу. Наоборот, если а отрицательно, то в п .ложительно, и кривая 1 имеет 
форму, ан. ло: ичную ветви циклоилы, имеющей ось Оу осью симметрии и огра- 
ничениой двумя точками оси х, где касательная параллельна Оу. Выпуклость 
обращена в сторону положителуных у. 

Так как все экстремали подобны кривой 1, то, для того чтобы найти экстре- 
маль, проходящую чере» две токи А и В, нахолящнеся над осью Ох, достаточно 
на кривои 1 найти две точки а и 6 такие, чтобы хорда аб была параллельна пря- 


й р АС ас 
мой АВ и чтобы было ВС’ ге Сис суть точки перосечения оси Ох 


вой над осью Ох, то достаточно при любом в изменять Ё от — 


с прямыми ИВ и аб соотьетствеино. Так как точкч А и В даны, то направление 
хорды аб извустцо, а также известго отношение А двух отрезков ас и 6с. Опре- 
делив таким пу'ем эти точки ан 6, достаточно олного полобнего преобразова- 
ния, чтобы получить экстремаль. проходящую чегез точки Ди В. Вопрос легко 
решается с помощью геометрических соображений. 

Первый случай. Пусть а< 0. Кривая 1, аналогичная циклоиле, разбни- 
вается на две части РЮ и ОР в точке прикосиогепия касательной А5$, парал- 
пельшой ар (черт. 93а). 

Всякая прямая, пграллельная этой касательной и проходящая через точку 5, 
находящуюся между 5 и О, встречает дугу ЮО в точке т и лугу ЮР в точке лг. 
Отложим на этой пря- 
мой от точки 5’ глину 
$п=А.-5’т. Геоме ри- 
ческим местом точек и 
будет дуга кривой 1, 
обращениая выпукло- 
стью в ту же сторо- 
ну, что и луга ОК и 
идущая от точки О к 

Черт. 994. точке 7, расположен- 
ной на прополжении 
5Ю, так что 5’Г = .5’Ю, Пересечение этой дуги 1, с дугой РЮ даст искомую точку я. 
Эта две дуги всегда имеют общую точку, и притом единственную. Положим, 
в самом деле, 55 =-Ь $597 =ц, 5н=%; и и х будут функциями от ЁЬ причем 
когда # изменяется от очемь малого положительного значения ло значения $0), 
вторые произеодные и” и 9” этих фуикций имеют противоположные зис:ки. Так 
как разносгь и” — 0” имест ностоянный знак, то и —® может изме тить зиак не 
больше лвух раз, а так как эта разность имеет противоположные знаки на концах, то 
она проходит через нуль и приом только одни раз. Слелогателино, всегда суще- 
ствует экстрем аль, и пгитом еданст-.енная, проходящая через две данные 
точки А ц В в области 5. 

Второй случай. Пусть «>0. В этом случае точка прикосповения Ю 
касательной Ю$ (черт. 995) делит также кривую у на две Сеск нечные ветви 
у н”. В якая прямая, параллельная э1ой кагательюй и расположенная выше 
ее, встречает дуги 7’и у" в точках т и М’ с, ответственно, и если мы на зт 
отложим отрезок 5$п, пропорлиональный $т (чтобы отношение было больше 
елиницы), то теомеггическим местом точек и булет бесконечная ветвь 1, исхо- 
дящая из точки Г на Ю5 и имеющая асимптотическое направление, угл вой ко- 
эфициент которого конечен. Две дуги 1, и 1’, обращенные выпуклостью в 
противоположные стороны, могут встретиться не больше чем в двух точках, 
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В данном случае они не имеют ни одной или имеют лве общие точкн. Через две 
точки области $ проходят, следоветельно, либо две экстремальные кривые 
(которые мо’ут в частном случае совпасть), либо не проходит ни одна. 

В частном случае, когда прямая АВ параллельна Ох, построение упрощается. 
Эти две то‘ки можно, очевидно, прелположить симметричнымн относительно 
оси Оу, и искомая экстгемаль должна быть 'омотетична с 1 относительно начала. 
Чтобы получить ксэфниииент гомотетин, достаточно ьз»ть пересечение прямой ОА 
с дугою 1. Если а< 0, точка пегесечения существует и притом единственная, а 
следовательно, существует единственное решение. Если а >20, то прямая ОЛ 
встречает у в двух точках, если прямые ОЛ и ОВ расположены в углу, образо- 
ванном касательными, проведенными из точки О к луге 1, и ие встречает дугн у 
в противном случае. Следовательно, либо существует ова решения, либо ни 
одно?о. 

Дадим тепорь а несколько част- 
ных зиачений. 

1. Пусть а=— 1. Формулы (8) 
п-едстав'яют окружность, имеющую 
центр в пачале координат, Экстрема- 
лями служат полуокружности, име- 
ющине центр на оси Ох. Ясно, что че- 
рез две точки А и В, расположенные 
над осью Ох, проходит экстремаль и 
притом едниствеиная. 


1 
2. Пусть а=— 7. Имеем в этом 


случае в=2, и формулы (8) дают 
циклоиду, имеющую ос: озанием ось 
Ох. Экслремальными кривыми, сле 
допательно, будут циклондыь, име- 
ющие с ои точки возврата на оси Ох. 
Мы вилели, что через две точки А Черт. 995. 

и В, рэсположенные по одиу сто- 

рону оси Ох, проходит олна и только 

одна такая циклоила, не имеющая между точками А и В ни олиой точки 
возврата. Этот частиый случай дает решение задачи о брахистохроне, постав- 
ленпои Иваном Бериулли в 1695 г. — одной из тех залач, изучение которых при- 
вело к общей тгорин варизииониого исчисления. Формулировка этой задачи та- 
коза: через две почки А и В провести тачую крчвую, ит» материальная 
тоска, начазшая свое дзижение (без трения) из точки А с начальной скоро- 
сетью Г, двигачсь по этой кривой, пр.ховит в точку Вз кратчайшее время. 
Предположим, ч’о почти очевидно, что искомая кгнвая должна нахолиться в вер- 
тикалыюй плоскости, сотегжащеи данные две точки (ср. 6 623). Приняв эту вер- 
тикальную плоскость за плоскость ху, выберем в качестве оси х горизонталь, 


прохоляшую на высоте Й над тоткой А, где начальная скорость 16 равиа Ией; 
ось у будем считать нлиравленною вниз. Скорость движущейся точки, вышедщей 


из точки А с начальн ю скоростью } З2й, в кажлый даниый момент равна У22у, 
и ясно, что эта движущаяся тозка может достнгиуть точки В только в том слу- 
чае, если и эта последняя точка тоже находится пол осью Ох. Время, которое 
движущаяся точьа употребила на переход из точки А в точку В, дается криво- 


линейным интегралом у Имеем, таким образом, с точностью до постоян- 
5 
У 
В 
вого множителя: 1 
Е= УТУ? 
Уу 


и. следовательно, искомая кривая, есть дуга циклоиды, имеющей своим основа- 
нием ось Ох и проходящая через точки А и В так. что между точками Аи В 
нет пи одной точки возврата, 
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3. Пусть а==1. Здесь первый интеграл есть у=С} 1 + у, а общий инте- 
грал состоит из цепных линий, имеющих Ох своим основанием. Мы видели, что 
через две точки Аи В, находящиеся пад осью Ох, проходит 0 или 2 таких кри- 
вых. В частности, если прямая АВ парэллельна оси Ох, то задача сводится 
к проведению через дачные две точки цепной линии, гомотетичной относительно 
начала цеппой липаи 4, которая имеет ось чу осыюо симметрии. Если ОТ и ОГ— 
две касательные, проведенные из начала к дуге т, 
то все гомотетичные цепные линии находятся 
внутри угла ГОТ" (черт. 100). 

Если угловой коэфициент прямой ОВ боль- 
ше углового коэфициента касательной ОТ, рзв- 
ного 1,5088..., то прямая ОВ встречает ценную 
линию в лвух точках Аи В. Мы имеем две экст- 
ремали, прохолящие через две точки А и В; 
чтобы их получнль, достаточно взять за отно- 


шение гомотетии отношение ов или ов, Если 
11 Е — , 
ом ОМ’ 


угловой коэфициеит прямой ОВ меньше 1 5088..., 
то прямая ОВ не встречает 4, и пе существует 
экстгемали, проходящей через точки А и В. 
Этот случай соответствует следующей геомет- 
Черт, 100 рической залаче. Залаиы две точки в полупло- 
у у скости, нахоляшейся нал осью Ох, требуется про- 
вести кривую, соединяющую эти две точки (и 
расголоженпую над осью Ох), кот. рая при вращении вокруг оси Ох давала бы 
поверхность вращения изименьшей площади. Если предположить, чю кривая 
класса (1), дающая этот мнинмум, сушествует, то пужио взять Е-=уУ1-- у», 
а областью %\ будет всегда полунлоскость. расположениая над осью Ох. 
Позже мы увидим, что в случае, если экс'ремали, проходящеи через точки А 
и В, ие существует, минимум не достигается на кривой класса (1). 


| . р 
4. Пусть я= у. Уравнение Эйлера допускает первый интеграл 
у=е (1 у"), 


и экстремальными кривыми являются параболы (л — с)? -{ (+ — с’)? — у?, для ко- 
торых ось Ох служит дирсктрьсоя. Фокус экстремалн, прохозящей через две 
точки Аи В, пахолится в точке пересечения двух окружнсстей, касающихся 
осн Ох и имеющих центры соответстьенио в точках А и В. Дл» того чтобы эти 
окружности перес. кались, необ» одимо и достаточно, чтобы Точка В находилась 
впутри параболы Р с фокусом в точке А, лля которсй ось х является касатель- 


пою в ьертииие. Разаичнье экстремали, проходящие через точку А, суть траекто- 
рии тяжелои митериален ой точки, брешенной из точки А в различных изнравле- 
ниях с орною и 10ю же начальною скоростью, а пагабола Р есть не что иное, 


как пагабола безопасности. Этст резульат легко получается как приложение 
присципа наименьшего действия (см. курсы механик). 


623. Случай нескольких неизвестных функций. Метод, изложенный 
в $621, распространяе:ся без труда на случай, когда функция Е зави- 
сит от нескольких функций переменной хи от их производных первого 
порядка. Рассмотрим для определенности функцию Р(х, у, 2, М, 2), ие- 
пр.рывную и допулающую непрерывные частные производные по край- 
ней мере до третьего порядка лля значений (х, у, 2), взятых в обла- 
сти )( пространства, и для всех конечных значений у’ и 2'. Пусть 
А (Хх, Ус, 20) и В (х,, У, 21) булут две произвольные точки области У, 
и Г— кривая, соединяющая эти две точки, находящаяся внутри Хи 
заданная двумя уравнениями у==/(х), 2=/ (х), где Хи Д—две функ- 
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ции класса“ (1) в интервале (х., х,). Каждой кривой Г этого вида соот- 
ветствует конечное значение интеграла 


= \ Р[х,/(х), Л (х), Л (<) (®)] 4х = | Р(х, у, 2, У, 2) ах, 


% Ё 


В 


и можно поставить заплачу — опрелелить кривую Г так, чтобы значение 
интеграла У (вдоль этой кривой) было больше или меньше, чем его зна- 
чение влоль любой другой кривой того же вида, близкой к первой, 
расположенной в области 9% и соединяющей две точки Аи В. Чтобы 
формулировать задачу в более точной аналитической форме, достаточно 
распространить на пространство все, что было сказано выше ($ 620) для 
задачи на плоскости; мы не булем к этому возвращаться. Пусть у =/(х), 
2==А (х) будет система функций класса (1, дающая экстремум инте- 
гралу Л; пусть, кроме того, и (х) и т, (х) — две произвольные функции 
класса (1), 

Ясно, что если в интеграле ./ заменнть у через /(х) --@1(х) и 2 через 
1 (х) -- ап, (х), то полученный интеграл будет функцией от а, 


Ла) = Неьл Ио Нал), 4. „Л (хачу «ур ах, 


№ 


которая при & = 0 достигает максимума или минимума, каковы бы ни были 
функции т (х), п, (х), лишь бы только удовлетворялись указанные усло- 
вия. Классическая формула диференцирования дает: 


. ГАР 6 аи Нар 5] > 


3у 


я 


Интегрируя по частям два последних члена и принимая во внимание 
граничные условия для 1 иту, нолучнм: 


мае реа) |= 


Согласно основной лемме $ 619 9./ может быть нулем для всех возмож- 
ных видов функций } и 1, в том и только в том случае, если Ди Л 
суть интегралы системы двух уравнений, аналогичных уравнению Эйлера: 


г @ [3^\ _о 
ду [у т 


9 
ЧР) _ ы 
32 ах |927) — 
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Мы будем говорить, что всякая система решений этих двух уравне- 
ний определяег экстремальную кривую в пространстве. В развернутом 
виде их можно записать так: 


92 , Е , 9“, 2, Е ЭР 
ай ' ' — — —0 10 
ду"? У -- ду'92' а | Зуду У |+ Заду' 2 Е охду зу . { ) 
92Р 9`Е 9, г, 922 РУ 
” " 0. (11 
ду’ 92' У де 7 1 ду3=' Ут ада “ + 992 92 (в 


Если определитель 


922 93?Р 92 \* 
де 528 ^ \дуд 

не равен тождественно нулю, то эта система может быть разрешена от- 

носигельно у’и =”, что приводит к системе уравнений второго порядка 

в иормальной форме: 


й 


== (ху, 2, У, 2); 2 


/ 


"=: (х, у, 2, у, г). (12) 


Отсюда следует, что чер?з каждую точку области } проходит бесчислен- 
ное множество экстремальных кривых, но среди них существует, вообще 
говоря, только одна, имеющая в этой точке данную касательную, если 
только соответствущее значение А отлично от нуля. Если А не обра- 
щается в нуль во всей области \ для конечных. значений Уи 2’, задача 
называется правиаьной. 

Общий интеграл системы (12) зависит от четырех произвольных по- 
стоянных, которыми можно распорядиться так, чтобы, по крайней мере, 
если точви А и В не слишком удалены одна от другой, экстремаль 
проходила через эти две точки, но нельзя ставигь требование — найти 
экстремаль, прохолящую через эти точки и касающуюся в точке А пря- 
мой заданного направления. 


Относительно системы (9) можно сделать замечания, аналогичные тем, какие 
были слеланы но новоду уравцения Эйлера. 

Если в фуикиию Л не вхолит одно из переменных х, у или 2, то система 
допускает, в зависимостн от того, какой именно случай имеет место, одии из 
первых интегралов: 


БиС; ос © =С. (13) 
у 


Для того чтобы уравиения (10) и (11) обратились в тождества, ^ должно быть 
вила Р-- Оу + Юг’. гдз Р, О и Ю-- функиии от х, у, 2, удовлетворяющие усло- 
виям иитегрируемости (т. Ё, 8 157). 

, 
1 в 


ПримЕР. Пусть ЕР== Еслн осью 2 считать вертикаль, на- 


правленную киизу, то это выражение для Г соответствует общей проблеме о брахи- 
столроне. Так как функция Л пе солержит ни х, ни у, то система (9) в этом 
случае допускаег два изрвых интеграла: 


Ус Из ИТУ 1-6, ИЗ УТРУ 
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откуда получаем: . 
ЕС уебС 
р С, , С. Е 


Экстремальные кривые, следовательно, расположены в вертикальных плоскостях. 
Выше мы видели, чт» сти кривые бы и циклои. ы. 

Мы не будем рассматривать случая, когда дегермннаит тождественно равен 
нулю. Позже ($ 645 и след.) мы рассмотрим одни важный случай, когда два урав- 
нения (10) н (11) совпадают. ` 

621. случар, когла функция ЕР содержит производные высших порят- 
ков. Точно таким же путзм можио вычислить первую вариацию изтегралов, 
в которых подинтегральная функция содержит производные неизвестных функций 
до какого-нибудь определенного порядка. Пусгь для определенюсти 


Р[х уу, ... У”) 


булет непрерывная функция, допускающая непрерывные частные производные 
до п + 2-го порялка для всех конечных значений уу”,... ‚ У”) и дли всех воз- 
можных полсжений точки (х, у) в области на глоскости. Мы будем для крат- 
кости говорить, что функция {(х), не.прерывная и донускающая иепрерувные про- 
изводные до л-го пор дка в нитервале (1, х,), есть фуикиня класса (1)'7) в этом 
интервале. Если соответствующая кривая Г расположена в области \, то опре- 
деленный инте рал 


1= ее (5, +. Е® у] ах = [РГ ,... уп] ах 
© г 


имеет конечное значение, и можно поставить залачу: срели всех кривых этого 
вида, расположенных внутри \ и соелнниющих две точка Ан В этон области, 
найти такие, вдоль которых нинт-грал У имеет значение, большее наи меньшее 
по сравнению с тем же интегралом, вз»тым по любой кривои тог» же класса, 
достаточно близкой к нервой. Путь у=}{(х) булст фуикция класса (1)”, удовает- 
во,яющая этому условию. Определенный интеграл 

х 


а) = \ Р[ь, { (4) Е вв (х), 4.1 (х) + т 9 (ах 
г 
должен при а— 0 лостигать максимума или мничмума, коклва бы ни была функ- 
ция п (х) класса (1), лишь бы только было 1 (%) = (х\} =0. Но мы имезм; 
9 


. у - А ( ах, 
у ди" м ду" © 


где значения у, у',..., М7) псстевлены вместо } (+), / (х)....,/“” (‹). Допустим, 
что искомая функиня #(‹) имеет непрерывные прои воднье до порядка Зя. Тотда 
можно ирименить обобщенную формулу интерирсваиия по частям (1, 5 87) к каж- 


Е 
дому члену вида 512) (х), что дает: 


ду(Р) 

зв 

—— п(Р) (‹) ах == 

И ду) 

№0 
= [ 97 (2-0 (.) — [> (р-2) (‹) = 47" 9 |“ — 

| ( ) Ч ду) Ы (0+... ОР! о | "у, = 
я 
__ [ а? 9Е 
ах [ых "(ах 
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и мы получаем окончательно для Л (0} выражение вида: 
1" (0) == [65 (‹) п (к) Ат (О... Ра 9 (др + 
* 
[97 _ 4 (5. Ф (.-) Но еора [54 14 
ый "С у 4х \ ду Та ду’ тт 9 ахт [9] ] *° (4) 


№ 


где Ро Рь....Ен-_а содержат х, у и производные от у не выше (2н — 1)-го по- 
рядка. 

Если в качестве п(х) взять выражение, рассмотренное в $ 619 н обрашаю- 
щееся в нуль вие ннтервала (1,5, находящегося внутон (жи, №4), то член, не со- 
держащий интеграла, обрашастся в нуль из концах, и отсюда следует, что иско- 
мая функция }(х) должиа быть интегралом диференциального уравиения 


Е а ГЕ апт 9Е 
| „... Е ([— | — = 0. 15 
| "був (9 


Мы булем называть также экстремальною функциею всякий интеграл этого 
уравнения и экстремальною кривою соответслвующшую кривую. Так как урав- 
нение (1) есть вообще уравнение 2п- о порядка, то экстремали зависят от 2н 
произвольных постоянных. Экстремаль, слеловательно, ие сниределяется двумя 
точками Аи В, и так как значения } (х), Ё’(х),....Ё@-0(х) не подчинены ии- 
каким услов ям в точках ухо и д=х,, то зиачения п’ (к), п” (х), ,...т(И-# (х) 
на лвух концах могут быть выбраны произвольно. Для того чтобы У() было 
равно нулю при любом выборе этих значений, необходимо, в силу общего ьыра- 
жения лля /’ (0), чтобы зна елия функции Г(х) и ее 3 — 1 первых производных 
при х=-леи х==: удовлетворяли соэтиошениям; 


В =0, Е.=0,..., Ра =0. 


Присоединив эти 21 —-2 соотношения к лем, которые выражают, что экстремаль 
проходит через дье точки Аи В, мы получим все 2я соотношений для опреде- 
ления Уи постоянных, от которых зависит экстре’^аль. 

Можно было бы также поставать несколько иную задачу: найти функции 
класса (!)”, которые дают экстремум интегралу „/ среди тех, которые при х = хо 
и при д =: принимают панерел заданные значения, как ил— 1 их первых 
производных. Тогда функция т (х) лолжиа вместе со своими и — 1 произволичми 
на концах обращтеся в нуль, и достаточно, чт бы функция {/{5) была экстремалы, 
для тиго чтооы знечене 4’ (0) было равно нулю. 2' постояньых от которых за- 
висит эксгремаль, определены 2н грапичными условиями, которым должна удовле- 
творять функция } (4х). 

Можно было осы поставить много других задач того же рода, задавшись, 
кроме { (хе) и Х(х,), еше значениями нескольких произв дных порядча ниже п 
при х —= ло их = х:. Для того чтобы У’ (9) было равно ну.мо, функция }(х) должна 
быть экстремалью. н число условин, к торым должна уговлетворять э“стремаль, 
всегда равио 2м. В самом деле, если задать, иапример, значение }( (х%), то это 
даст соотношение. связывающее 2 похтоянных, от которых эта экслремаль за- 
висит. Если значение /'Р} (15) неопределенно, то 1 (2) (хо) может имать ир: изволь- 
ное значение, и козфициент Г, при п (2) (5) в выражении дая Л (@) должен при 
х= хо равняться нулю, а это оцять дает условие, налагаемое на Зя постоянных. 


ПрнмеЕР. Пусть требуется найти минимум интеграла /==\ у” ах, причем 


—5,. 


функция у(х) обращается в нуль при л =0Ои при х-=1. Имеем: 
1 


у (0) =2 [у (х) т. ©] - 2} (кт (:) ах. 
р 
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Экстремалями являются кубические параболы у==Р, (х) == р\3 + 94 + гх + $. 
Если функция у(х) не подчинена никакому другому условию, то необходимо, 
чтобы было у” (0) =0, у” (1) =0. Две точки (0, 0) и (1, 0) суть точки и региба, 
и экстремалью служит прямая линия у=0. Если задать значения у’(0) и у’(1), 
то ураьнение экстремали будет вида: 


ух — 1) [(% +) х— 0} 


и, наконец, если задать только значение у’(1), то экстремаль имеет точку пере- 
гиба в начале косрдинат, и уравнение ее будет, следовательно: 


у (#9 


В каждом из этих случаев функция Р.(х) дает абсолютный минимум интегралу, 
ибо, если заменить у на Р:; (х) -- 4 (х), то найдем, что 


1 
1—0) = ( 1”? (х) ах. 
о 


625. Общее выражение для первой вариации. Займемся теперь вычи- 
сленнем первой вариации интеграла при наиболее общих предположе- 
ннях. Положим, что в интеграле 


ы 


= Ре, у, У) ах 


вместо у подставлена функция от х и от некоторого числа парамет- 
тров а, непрерывная и допускающая непрерывные производные по хи 
по этим параметрам; при этом хо и х, также предполагаются функциями 
этих параметров. Значение интеграла Л представляет также функцию 
от а,, для которой требуется найти полный диференциал первого по- 
рядка. Этот полный диференциал называется первой вариацией инте- 
грала У, и его обозначают еще через 8.7. Для вычисления 6./ требуется 
только применение обычных правил диференпирования под знаком инте- 
грала. Для определенности положим сперва, что у нас только один 
переменный параметр @. Пусть Ху == 9% (2), х, ==, (а) будут выражения 
пределов х› и х; как функций а, пгичем Ф, и 9, суть нопрерывные 
функции, нмеющие непрерывные производные в некотором интервале, 
например (0, #). Одна из этих функций или обе могут в частности 
обращаться в постоянные; это будет тот случай, рассмотрением которого 
мы ограничивались до сих пор. Пусть, с другой стороны, у==Х(х, а) 
есть непрерывная функция, как и все ее частные произволные, которые 
будут входить в дальнейшие исследования, в области, заданной неравен- 
ствами: Оажй, 9, (а) =х=< 9, (2). Мы прелположим еще, что при 
вычислении производных второго порядка мы имеем право изменять 
порядок диференцирования и что всякая точка с координатами [х, /(х, а)] 
остается в области $. И, наконец, положим /(х)==/(х, 0). Если вместо у 
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полставить значение Д(х, а), то значение /] будет функцией /(2) пара- 
метра &@, производная которой нмеет выражение: 


я! 
ах |“, г Рау ЕР КИЙ 
Л (а) ==|В(х уу) | - + ах 
42 |, ду 92 ду’ 9х 
9 
№ 
Если функиия /(х, @) имеет непрерывную вторую производную по х, 
то можно и злесь ко ьторому члену под знзком иитеграла применить 
формулу интегрирования по частям, и мы получаем: 


Хх! 

а гад Г9Р 4 /3Е . 
+ уд |9 ах 4х. (16) 

р 1 |3 х 3. 

№5 
Член правой части, не солегжащий интеграла, может быть преобразован 
следующим образом Пусть (ху, \) и (х, у.) будут координаты пере- 
менных концов кривой интегрирования. Эти координаты являются функ- 
циями параметра а, а именно: 

Жо 40 (2), У =Л(хо, 4), х,=4(а), у =Л(ху, а). 
Имеем, следовательно: 
Чу ЗУ ао 8/(х, а) _ у’ о. ый 
% па 


4а эх, 41 92 


ах 


Ед 
Л (1) == [нс у, 5) да у 


-- Пели 


дуг ох 


где у, есть угловой коэфициент касательной в точке А к кривой инте- 


а 
грации. Аналсгичную формулу получаем для с и отсюда 


ЗУ (хо, ® 4 ‚ ах. 9/1 (хх, 2) _ — 4 „4“. 

са аа 9 1 ' дл 41 1 а’ 
где У есть угловой коэфициент касательной в точке В к кривой инте- 
трирования. Таким ом пронитегрированный член в выражении для 


Л (а) равен: 
зу 99 [м 
»У»2 } а аа 1 42 


‚ со ЗЕ Чу ‚а \. 
—А(хь, У И У “): 


умножая обе части формулы (16) на $2, мы получаем общее выражение 
для первой вариации: 


‚ ‚ [98 ‚ЗЕ | 
81 = бы р —У (>) 8х: — [РС У. У.) —5 (>. | 
` о 


Е). ЗЕ). “, Е ЗЕ 
+ (>) > = (5) + ы ая (57) | “= (17) 


о 
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В этой формуле бу есть диференциал За самой функции Х(х, 2), 


а ху, бу, 6х,, 8у, означают диференциалы косрлинат концов А и В 
Е Е в 6 

— —;]| не требуют поясне- 
ЗУ 1’ д 1 ре 

ний. Можно также формулу (17) записать в боее сжатой форме: 


_ Е >| 1, ВЕ 428 
ЛЬ 


№ 


пути интегрирования; обозначения 


Чтобы получить Л(С), достаточно разлелить обе части этого равонства 
на @ и приближать @ к нулю. Но, если }(х, а) о релелена только для 
(9) (0) 
а 
в предположенни, что @ стремится к нулю, принимая при этом только 
положительные значения. | 
Так как левая часть формулы (18) лилейна относительно бу, 8х., Ву, 
8х. ду, то ясно, что эга формула легко распространяется на случай, 
код: Ху. Х, И у зависят от люЗого числа параметров. Нетрудио видеть, 
что члены, не входящие под знак ин'еграла, зависят только от беско- 
нечно малых перемешеннй концов дуги интегрирозання и от углового 
коэфициента касательной к кривой интегрирования в этих точках. 
Совершенно аналогичным путем мы получим для первой вариации 


положительных значений а, то Л(0) есть предел частного 


интеграла /==\ Р(х, у, 2, у", 2) 4х формулу: 
Хх 
Е ЗЕ Е 9, |9 
6.7 = |2» у | ууу РИ гг“ 


х х, 
ое 4 ЭР "| 4 
+\> р (5) «+ | 7 (, ) 4х, (19) 


д.2! 
Хо Хо 


где (0, Ус, 20) И (Хх, У, 2.) суть координаты конпов дуги интегрирова- 
ния. Если функция Р допускаег производные выснтих порялков, то с по- 
мощью интегрирования по частям можно представить 6// в виде суммы 
проинтегрированного члена и опрелеленного интеграла. Мы ограничимся 
только предыдущим частным случаем. 

Выражение для 8, вообще говоря, содержит определенный интеграл. 
Для того чтобы этот интеграл обращелся в нуль, необходимо и лоста- 
точно, чтобы кривая, которзя получится при рассматрив:емых частных 
значениях параметров, от которых зависит кривая интегрирования, была 
экстремальной кривой. Это обращение в.нуль будет нав рно иметь место, 
если мы будем вычислять вариацию интеграта Л, взятого вдоль дуги 
экстремальной кривой, которая перемещается непрерывно. Следовательно, 
пелвая вариация 8] интеграла, взятого вдоль ду и э«стремали, вы- 
ражаепия только через бесконечно малые перем.щения концов дугц, 
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Из этой теоремы, основной в вариационном исчислении, вытекает 
как частный случай больчтое количество извостных результатов. Напри- 
мер, если Е=И1 —- у -- 22, то экстремалями являются прямые линии, 
и формула (19) совпалает с той, которая выражает диференциал отрезка 
прямой (т. 1, $ 84). 


Примечание. Если функция Е имеет вид. Р\(х, у) + О(х, у) у', то фор. 
мула (18) принимает вид: 


* 
$7 = (Рах-- ОЗУ \ у (= — о) 4х, (20) 


№ 


и проинтегрированный член не зависит от направлепия касательной к луге иите- 
грирования в точках А и В. Отсюла следует, что 4о`мула (20) примечима к та- 
кому нути интеггирования, который допускает конечное число угловых точек. 
В этом случае гостаточно разбить путь интегрирования на несколько дуг, не 
имеющих угловых точек, применить формулу (20) к каждой из них и результаты 
сложить. 

р 9 


Если выполняется условие интегрируемости у эк’ 10 формула еще упро- 
х 


щается и дает: 8/ = (Рёх-- ©8»)*, что в точности совпалает с известными ре- 
зультами (1, 5 152). Эти замечания распространяются и на формулу (15), если Е 
имеет гид: Р (х, у, 2) О (ху у-Ю (а, у, =) г. 


625. Случай переменных пределов. Трансверсали. Обратимся снова 
к залаче, изложенной в 65 621, в предположения, что концы кривой 
интегрирования неременные. Пусть Су и С, будуг две кривые, располо- 
женные внутри области \, а Г — кривая класса (1), находящаяся также 
в области \Ё и соединяющая точку А кривой Су с точкою В кривой С.. 
Требуется определить эту кривую Г так, чтобы значение интеграла 


1= Ех, у, У) ах 


г 


было больше или меньше значення того же интеграла, взятого для лю- 
бой другой кривой того же вида, лостаточно близкой к данной и 
соединяющей точку кривой Су с точкой кривой С. Прежде всего оче- 
видно, что кривая Г должна быть экстремалью, ибо вариация 5. инте- 
грала должна быть равна нулю, если мы изменяем путь интегрирования, 
оставляя концы неподвижными. Предполагая, что это условие выполнэно, 
представим себе, что дуга интегрирования непрерывно изменяется от 
начального положения АВ, причем начальная точка А остается непо- 
движной, а другой конец В перемещается вдоль кривой С;. Согласно 
общей формуле (18), которая дает 6Л, мы для этого бесконечно малого 
перемещения найдем: 


= [РР (ху) — ЯР, (хь У, У) 8 Бу (м, У» 1) ВУ 


где (х., Ул) суть координаты точки В, у, — угловой коэфициент каса- 
тельной в точке В к экстремалн, 8х, ду; — диференциалы перемещения 
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точки В по кривой С,. Для того чтобы дуга АВ давала экстремум инте- 
гралу, вариация 8/ должна быть равна нулю, и мы получаем новое 
необходимое условие для экстремума 


[2 (У), Е (хь у, 51) 8х, + Р,, (2, У») ду, ==0. (21) 


Точно так же, оставляя точку В неподвижной, а перемещая точку А 
вдоль кривой Су, мы получим еще одно необходимое условие: 


[Е (хо У, У) — 5% Ри (Хо У» %)] хо Е Е,» (хо Уз» У) ==0, (22) 


где ху, У› суть координаты точки А, у; — угловой коэфециент касатель- 
ной в точке А к экстремали, джо, ву, — направляющие параметры каса- 
тельной в точке А к кривой Су. 

Итак, для того чтобы интеграл Л достигал экстремума вдоль 
кривой АВ, необходчмо, чтобы: 1) эта кривая была экстремалью и 
2, в точках Аи В уЭозвлетзорялись условия (21) и (22). 

Эта задача определенная, ибо лва произвольные постоянные, от кото- 
рых зависят экстремали, связаны двумя соотношениями. 


Если одна из точек А и В остается непозгижной, то соответствующее соот- 
ношение (21) или (22) должно быть заменено тем, которое вырежает, что экстре- 
маль проходит через данную точку. Например, если кригая (% есть прямая, 
параллельная оси у, то мы имеем ху-=0, и условие (22) принимает вид: 


' = ау 
Е, (> Ус у) =0; это условие можно также получить из формулы (7’) $ 621, 
если обратить внимание на то, что так как уля х== лозначение у не онределеио, 
то значение т (хо) произвольно. 


Пусть вообще (х, у} будут координаты точки /М экстремалн Г, 
у’ — угловой коэфнциент касательной к ней в этой точке; 6х, ву — на- 
правляющие параметры касательной к некоторой другой кривой С, иро- 
ходящей через ту же точку. Вместе с Кнезером мы будем говорить, 
что экстремаль пересскагт трансвеерсально кривую С в точке М, если 
величины х, У, у', 6х, бу удовлетворяют соотношению: 


[Е ($ У, У) — УР, (х, у, Ух + Е, (х, У, У)ду==0. = (23) 


Пользуясь этим термнном, мы можем сказать, что соотношения (21) и 
(22) выражают, что для того чтобы экстремаль АВ давала экстремум, 
она должна пер`секать трансверсально кривые Су и С, соответственно 
в точках А и В. 


В частном случае, когда функция Ё имеет вид: (хх, УУТ +у*, 
условие (23) переходит в 2(5х + убу)=0; оно выражает, что каса- 
тельные к кривым С и Г ортогональны в любой точке, в которой г (х, у) 
отлично от нуля, и это условие ортогональности имеет место только 
в этом единственном случае. Если &(х, у) = 0, то экстремали суть пря- 
мые, и мы приходим к известному уже результату, что линии, дающие 
экстремум для расстояния между двумя точками, взятыми сбответственно 
на кривых Су и С, представляют общие нормали к этим двум кривым. 
Известно, кроме того, что не все эти нормали дают решение задачи, 
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и это показъвает, что полученные условия не достаточны и в общем 
случае для того, чтобы луга АВ давага экстремум интегралу /. 

Так как ссотношение (23) ланейчо относительно 6х и бу, то кри- 
вые С, которье пер секаются траисверсельно данною экстремалью в д н- 
ной точке, имеют одну и ту же касательную в этой точке. Если задано 
сехейство экстремалей Г, зависящее от произвольного параметра а, так 
что через каждую точку области 3 на плоскости проходит одна из них, 
то существует семейство кривых С, которые пересекаются трансвер- 
сально в каж юй точке той экстремалью рассматриваемого семей;тва, ко- 
тор: я проходит через эгу точку. В самом деле, угловой коэфициент у" 
касагельной к экстремали, которая проходит через точку (х, у), является 
в этом случае функцией от х, у, и условие (23) дзет лиференциальное 

2 —, } 
урзвнение гервого порялка а ==? (>, у\ для определения кривых С. Мы 
будем говорить, что этн кривые С образуют семейство трансверсаль- 
ных кривых, 

Обратно, всякая кривая С, которая не есть экстремаль, принадле- 
жит к некоторому семейству трансзерсалей. В самом леле, через каж- 
дую точку М кривой С гроходит экстремаль Г, которая пересекает 
трансверсально кравую С в этой токе. (Таких экстремалей может быть 
и несколько, если уравнение (23) имеет несколько решений относи- 
тельно у’, но мы будем рассматривать только те решения, которые изме- 
няются непрерывно, когда точка М перемещается по кривой С.) Экстре- 
мали, полузенные таким путем, действительно зависят от одного пара- 
метра и являюгся трансверсалями кривой С. Другие трансверсали того 
же семейства получа'ся из кривой С с помощью следующего построе- 
ния. Возьмем на экстремали, прохозящей через точку М и трансвер- 
сальной к кривой С, точку М! такую, чтобы интеграл 


= (Ех, у, у) ах 
мм! 


имел данное значение К. Когда точка /{ описывает кривую С, точка М, 
описы"азт кривую С’, пончем одна или обе кривые могут обращаться 
в лочку. Согласно самому пссгроению первая вариация 6] интеграла 
вдоль ЛИ И’ равна ну.по, и эта дуга ММ’ трансверсальна к кривой С 
в точке М. Согласно общзй формуле (18), которая дле! значение 5./, она 
должна быть также трансверсал наик С'. Изменяя значение постоянного А’, 
мы получим семейство трачсверсалей, в которое входит кривая С. Мы пока 
только отмечаем это важное предложение, которое является обобщением 
хорошо известных свойств параллельных. Позже мы к нему еще вернемся, 

Будем теперь искать пространственные кривые Г, которые дают 


у 


экстремум интегралу Л == \ Р(х, у, 2, у’, 2') 4х, причем концы А и В 
©. 

кривой Г остаются на двух данных поверхностях № и Х,. Прежде всего 

очевидно, что кривая Г должна быть экстремалью. Оставляя неподвиж- 

ным один из концов А или В и перемещая другой по соответствующей 

поверхности, мы найдем, что диференциалы бесконечно малых п:реме- 
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щеннй по этой поверхности должны удовтетворять соотношению, кото. 
рое полутится, если мы приравняем нулю вариецию 6.7, данную форм _ 
лой (.9}. Пусть вообще (х, у, 2) будут коордичаты точки М экстр-мали [', 
У и 2'— значения производных в этой точке, У — некоторая поверх- 
ность, проходящая через точку М, и 


Р(Х—х) НО ИфУ-А(Е— 2) = 


есть уравнение касательной плоскости к поверхности У в точке М. Мы 
будем говорить, что экстремаль Г пересекает траисверсально поверх. 
ность Х в точке М, если имеют место соотношения: 
Е(х, У, 2, У, 2') -—У Р„— 2Р Е С. 2 
р =юо=ю' (24) 

Если записать, что 6] == 0 тожлественио, в предположенин, что точка А 
остается неподвижной, а точка В переманается по поверхности У, 
в произвольном направлении, то получатся условия, которые выражают, 
что экстремаль АВ трансверсальна к поверхности У, в точке» В, и со- 
вершенно аналоги‹но получится условие для точки А. Таким образом 
экстремаль АВ должна пересекать трансверсально поверхности Жи Х, 
в точках А и В соответслвенно, 

Остается еще четыре условия для определения четырех постоянных, 
от которых зависят экстремали. Если функция Г имеет вид: 


#(х, у, 21 Уна", 


то условия (24) выражают, что экстремаль Г ортогональна к поверх- 
ности У. 

Так как условия (24) линейны относительно Р, Фи №, то направ- 
ление к'сательной к экстремали в точке М определяет положени: Кеса- 
тельной плоскости к У, так чго все поверхности, которые нересекаются 
трансверсально одной экстремалью в одной и той же точке, имеют 
в этой точке общую касательную плоскость. Отсюда слелует, чго если 
задана конгруэнция экстремальчых кривых такая, что ч.рез каждую 
точку оэл.с!и Ю пространства проходит одна из них, то не всегда су- 
ществует семейство поверхностей », которые пересехались бы трансвер- 
сально этими экстремалями (т. П, $ 440), точно так же, как не всегда 
конгруэниия прямых может быть сос'ав“ена из нормалей к поверхности. 
Но люзая поверхность У вхолит всеглл в семейство трансверсальных по- 
верхностей, которые ислучаютси из позерхности Х таким же построе- 
нием, каки в случае плоскости, Через каждую точку /М поверхности № 
проходит экстремаль Г, которая трансверсальна к этой поверхности. 
Возьмем на этой экстремали точку М’ такую, чтобы интеграл 


Ех, у, <, У", 2') 4х 
м.м! 


имел постоянное значение К. Когда точка /М описывает поверхность У, 


то экстремали Г образуют конгруэниию, и точка М’ описывает поверх- 
ность Х!, ко'орая пересекается трансверсально всеми этимн экстремалями. 


15 3. Гурез, г. Ц, ч. 8. 
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Примечание. Каждая из поверхностей УХ и У, может выролиться в кри- 
вую или в точку. Если, ианример, Хз вырождается в кривую Сь то два условия 
трапсвереальности должны бьмь заменены двумя другими условиями, из которых 
одно выражает, что искомая экстремаль встречает кривую Си, а другое выра- 
жается соотношением: 


, ’ ы .’ 1 Г ^ ` ту ох 
[Ро м 28 М 20} — Мо Г —2, Ри] о Ру би К. 628: = 0, 


где 2х, 650, 82. — направляющие параметры касательной к вривой Су в точке А. 

Когда поверхность У 0б зэащается в точку, то экстремаль должиа проходить через 
| о 99 к 

эгу точку. 


627. Задачи условного экстремума. Во всех предыдущих задачах неизвест 
ные функции доижны удовлетворять некоторым условиям, в кот.рых участвуют 
только граничные значения. В других задачах, которые называются засачами 
условного (или связанного) экстремума, напротив того, нскомые функции дол- 
жвы удовлетворять условиям, в которых участвуют все значения этих функций 
в интервале интеграции. Некоторые из этих залач приводятся к рассмотренным 
уже залачам безусловного или свободного экстремума. Положим, например, 
что среди кривых, расположенных на поверхностн 5 и соединяющих две данные 
точки этой новерхности, требуется найти такую кривую Г, чтобы интеграл 


м 
АЕ ву, =) Ч 
№ 


взятый вдоль этой кривой, достигал экстремума. Если предположить, что из урав- 
нения поверхности координата = выражена как функция от х и т, ТО задача при- 
водится к нервой из залач, рассмотренных в $621. Таким образом вопросы этого 
рола не существенно отличаются от задач свободного экстремума, но игогда бы- 
вает удоопее рассматривать эти вопросы, пепоуредетьенио используя метед, ана- 
логичный метолу множителей Лагранжа в обычных задачах максимума и мини- 
мума. 

Ра. смотрим в качество примера задачу о проведении кратчайшей линии 
между двумя данными точками Поверхности. Пусть булут А и В две данные 
точки поверхности 5. Всякая кривая Г, лежашая на поверхности 5, соединяющая 
эти две точки и не имеющая угловых точек, может быть представлена системой 
трех уравиений: 


д, у 2, 


гле Д, }» 3 — функиин класса (№. которые удовлетворяют уравнению поверх- 
ности С (<, у, 2) —`0, а параметр Ё можно всегда выбрать так, чтобы концам А и 
В соответслвовали значения параметра 0 и 1. Кроме того, эти функции при Ё=0 
н ЕЁ | должны принимать заланиые значения. Срели всех систем функций, удов- 
лелворяющих этим условиям, требуется найти такую, для которой интеграл 


Е 
ИУ 


0 


СЕ’ и, 92 Заменим 
в иитеграле ] переменные» х, у, 2 функциями $; (а), $2 (Ё, а). © (Ё, а), которые при 
любом значении параметра а удовлетворяли бы тем же условиям, что и функ- 
ции Д»ь ЛЬ 1» и при ч==0 обращались бы в функции А. А, Ё- После этой 
подстановки интеграл / становится функнией /41) нараметра я производная 


достигает минимума; здесь х’, у’, 2 означают производные 
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которой /’при а==й после преобразований. аналогичных приведенным г $ 025 
принимает вил: 


Хх. ^ 
а г х’ ‚Ц 
Л®=-| 2 (=) ",-- =) тн 
ЧЕЛА хе-уен = [Ка : 
а р 
+ - =) тэ) Ч, 
[93 2) 
. 9, 
где т, п» тз-— функции ог Ё класса (.), равные соответственно значениям . ‚ 
4 


** при з1-. 0. Эти функции прн Ё -0 и #-— 1 обращаются в нуль, но они 
да а у 
не независимы в этом нитервале, ибо должны для кажлой точки кривой Г удов- 
летворять соотнон:ению: 

- С; 
3а _ 36 _ *@ — о: 


1 › 


т 12 г 


95 ду 


значение которого очевидно. Для того чтобы соотношение /’ (9) 0 было след- 
ствием условия (25), необходимо и достаточно *, чтобы было 


й 


Ч ( х 
а Их ту 2 
О 


* Пусть вообще РР, Ё», Р; — непрерывные функции от &, ланные в интервале 
(и, ВН), пь т» тз — функции класса ( в этом интервале, которые обращаются 
в нуль при #. БК и Ё-=-Ы и удовлетворяют аннейному соотношению 


ти т. = 0, (А) 


где }, р» {3 суть непрерывные функции от Е. Если эта система функций т, удов- 
м 
летворяет еще условию \ (и Ёу-- тэРа + *./3) 4Ё: 0, то отсюда слелует, что со- 
ь 
отношения в - 
й В 
Га 


имеют место для всякого значения Ё в нитергале (&%. 8). В самом леле, усло- 
вия (А) будут удовлетворены, если положить 


= — №} п:= ЯД + мА, д — Л. 


(В) 


где д, №», в — произвельные функини класса (1), обрашающиеся в нуль при #: 0 
и Ё=1. 
А так как интеграл 


я 

АА, (5: —— АК) + № (8 — ДВ) РЫБ 

ь 
должеп быть равен пу‘ю для всех возможных видов фуньций ^, то отсюда слеч 
дует, что условия (В) выполнены. 
15* 
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Эти услэрРия выражают, что нормаль к поверхности 5 совпадает с глав- 
ною нормаью к кривой Г (т, Г $ 22.), ибо отношения 


, , , 


А \ 2 


; =. --› - [. 
Туту а* лету: Ухмауаи: 
как раз равны направляю'инм косинусам касательной. Искомая кривая есть 260- 
сезичестал в ния (см. ло лье, $451). 

6.3. Изопер`.мегрически» залачи. Задачи. которые мы сейчас рассмотрим и 
которые называются изонери нетрическим и зада'ами, не могут сыть разрешены 
тем же гутем, Пусть лреоуется среди кривых Г класса (1). рисположенн ях 
в обльти \ и оелиняющих две точли А (хо Уи В(хь у) этой области, найти 
такие, для которых ингарал 

г 
Лл-=\ [6 (и, У, у) 4х 


Хо 


имеет данное значение С и для которых интеграл 


имеет относительный эистремум. 

Рассужлея, как в $ 621, положим, что функция у=- }(х) удовлетворяет всем 
этим услови»м; нусть, с другой стор’ Ны, т; (1) и т2(\) — две функиии класса (1) 
в интервале (1. д,), Обрешающиеся в нуль на концах этого интерь. ла. Если 
в функнии Р(у вт’) зм иль у ка Ёа) + ат, (х) + ал» (х), ГДа Я, в а, — два 
произгольгых нараметра, то нитеграл / делается фуньцией этих израметров: 

м 
р й р й 7 . , ‚ 
(и) ==\ Р,ра) + ати (©) Нал (). Ка) рат, (х) + ат, (ах. 27) 
х 
Зыполинв ту же полстановку в функции С (х, у, у’). мы заменим и интеграл Л 
функцией от а; и а, Если записать, что эта фунения равна постоянному С, то 
получится соотношение, связыгающее два пзрамегра а; н ах 


ль) =) тали (0) + аз), Г +. 4 --С. = 08 


5 


Фунчция У (1, а;} от дзух параметров ар а, связанных соотношением 12$), должна 
достигать м:ксимумт нли мниимума для значений а, ==2,==0, Для этого иеоЭло- 
димо, чтобы бымо (т, 1, $ 92): 


д ГА 3 9 
(дя (ыы 


9/ 
Преобразуя выражения для производных (. - ) ‚... Подобно тому, как это сде- 
#10 
| 


лано в $621, можно это соотношелие записать в виле: 


| Е 4 Е С Е х 
ее (ео (7 4 
. ду ал \9у’, , Ау ас чу, 

Хо 8 

1 Е 


ее Г 9 


$ 628—629 [. ПЕРВАЯ ВАРИАЦИЯ 229 


Гак как Функиии Т1 И № независимы друг от груга, то обшее значение этих 
от'ошений лолжио бы‘ь равно постоянной вельчьне К, не завис» щ-и от вила 
функций 1(\), ин, следаветельно, глл всех возможных Еидов фупкиии т(.) 
кл сса (1) в интервале (ху, х;) и обращ ющейся в нуль при Х=Ао и х=А, 
ныесм; 


РЕ КО 4 [К _ 
16) | = | т р 0, (29) 


Таким образом искомая функция {(х) представляет собой интеграл диферен- 
циал.ного уравненья: 


а ко 4 [3 КО] _, 
ду а | ду | ’ 


(30) 


в которое вхолит неизтестное постояпиее К. Следовательно, экстремгли для дан- 
НОЙ Задачи, т. е. интеграла этого уравнения, зависот от трех постоянных: Кн 
двух постоянных, вьеленных интеггированием. 510 есть необхо имое число по- 
сто» нных, при котором можно ставить 3 дл.чу о нахождении экстремали, нрохо- 
дящеи через лне точки Ди В, влоль которой интеграл У, принимчет данное 
значение С. 3. дача, слеговательно, восбге говоря, опрелелениая. Следует заме- 
тнть, что, если номенять местами фуньнии Ри С, то пл, фереицнальное уравне- 
ние задали от этого не изуепится, ибо это нриведется к замене постоянного К 


1 
на —. Это есть обобщение хорошо известн го факта в обычных задачах макси- 


К 
муза и минимума. 

Рассмотрим : ля примера кзопернметрическую задачу в узком смысле, ту, 
по которой и названы все залачи эт Й калегорит. Пусть требуется найти дугу 
кривой ранной ллины $, соединяющую лве точки Аи В и обрязующую с от- 
резком АВ сегменг наибольп.еи пл. шали Примем за ось х прямую АВ и допу- 
стим. что сушествует кривая Г, соответствующая условиям зздачи и заданная 
уравнением у—/(х), гле /(х) есть функция класса (1). В э04 случае имеем: 


Е б-р Ьтуь Е Кб=у—КИ1-+у* 
Диференциальное уравиение (3°) допускает первый иптеграл ($ 621): 


—— из ‚|’ ци _ 
У-КИ У К У КС, 


ку Им 
из которого легко получается общий интеграл: 
(Е— С (у — СК, 


Таким образом экстремалями являются окружиости, и залача приволится к про- 
велзиню луги окружиссти д.ины 5, проходнней через две точки А и В. Эта за- 
дач! имсег гешениг и при:ом единственное, если только $ больше расстояния { 
межлу данныма точками Аи В и мешьше 72, по крайней мере, если ограничиться 
кривыми клчсса (1) { р. $5 645, 651). 

{29. Пегвая вариация двойного интеграла. Пусть булет Р(х, у, 2, р, 8) 
функи ‘я пьтн независнмых геременных х, №, 2, р, 4, иепрерываая вместе со 
с.оими частными п! онзве длыми до третьего порядка для звазений х, у, 2 в 06- 
ласти \ пространства и для любой системы конечных значений ри 9. Рассмо- 
т, нм замкнутую гриву. Г, расположен ую в области %, проекция которой на 
плоск сть ху прелдставлует замкнутую кривую С б.з дьойных точек, Пусть, да- 
лее, 2==!(‹, у) — урав‹енив поверхности $, расположенной в области %\. Для 
того чтобы эта поверхность $ прох' дила че‘ез кривую Г, необходимо и доста- 
ТОЧНО, чтобы фуниння / (х, у} принимала данную послетоватежьность значения, 
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когда точка (х, у) описываег коивую С. Если, кроме того, эта функция, каки 
ее частные нроизводные первого порядка, пепрерывна во всех точках (х. У) об- 
ласти А илоскости ху, ограничеюй кривою С, а также и па самой кривой, мы 
будем говорить, что функция { (х, у) и поверхность $ принадлежат к классу (1) 
в области А, Заменим в функции Р переменные 2, р, 9 соответственно через 
(к, у. Л. и, В розулотате такой подстановки получится функция, непрерыв- 


ная в области А, и двойной интеграл 


Л.Е (х, у, г, р, 9) Че ЧУ (31) 
А 


имеет конечисе значение для всякой поверхности $ класса (1). Можно для этого 
лвойнНоЕо ингограла поставить задачу, совершенно аналогичиую той, котогую мы 
ставили для кривых, а нменно: найти, если она существует, среди поверхностей 
$ класса (1). прохолящих через кривую Г и расположенных в области \, такую 
поверхность, лля которой интеграл (31) имеет значение меньшее, чем для любой 
другой поверхности, удовлетворяющей тем же условиям. 

Обозначим вообще через 1 (х, у) функцию класса (1) в области А, обраща- 
ющуюся в нуль вдоль кривой С. Если 2==}(х, у) есть уравиение поверхности 
класса (|). проходящей через Г, то уравнение 


= (к 1) га, 1) 
представляет пучок поверхностей, проходящих через Г, и функция параметра а 


Па) Ех Рай раю (5), Хоа Д-р авй 4х Чу 


.. 


должна иметь минимум при а= 0, каков Сы ни был вид фуикции т (ху). А для 
этого необходимо, чтобы первая варнация 6/ была равна нулю. Обычная фогГ- 
мула диференнирования нод знаком интеграла, которая без труда распростра- 
няется па двойные интегрелы, дает; 


. у ле у» 
27.2] | ие 5 Ч: Чу, 8) 
1 19& р 94 

А 
где после диферонцирования 2, ри 49 должны быть заменены на /(х, у), р Х, 


соответственно. Положим, что функция Х(х, у} лопускает частные произвопные 
второго порядка, испрерь вные внутри С. Тогла формула Грина дает (1, 5 126): 


^ Г - "Е ^ 
| с (х. 1} “Л оду — й | "у 9, т (х, 5) Ч ‚-) | ах ау, 
. “С 


а так как функция т (у, у) равна нулю вдоль всей кривой С, то двойной инте- 


с г 
грал от т, —- можно заменить двоиным интегралом от нроизвецения 


др 
Ч /9Е 
ея 
ах \9р 


с обратным знаком. Поступив точно так же ‹ последиим двойным интегралом 
формулы (32), мы получаем: 


, “р м ак а Е 
| . (х, - — — — ахау. ‚.. 
| |5; (5 ау, (5; у (3) 


Г 


Доя того чтобы варлация 8/7 была равна нулю при всех возможных видах функ- 
ции т (ху, У), необходимо и достаточно, чтобы коэфиниеит при т (х, у) под зна- 
вом иптеграла был равен нулю. В самом деле, положим, например, что этот коз- 
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фициент в окрестности точки (а, 6) внутри контура С положителен; пусть #— 
положительное число, настолько малое, что окружпость С, описания из пецгра 
(а, 6) радиусом 2, вся паходится внутри С и что коэфициент при т (л, У} впу- 
тои С, положи'елен. Если теперь функцию т (<, у) опр-делить так, чтобы было: 
1) "-=0 вне круга С, ин 2) внутри круга С. 
т (%, У) =- (и — а) т (у — 8): 2 

то очевидно, что 5/ будет положительно. Следовательно, для того чтобы функция 
1 (х, у) лавала интегралу / мипимальное значение. необходимо, чтобы эта функ- 
ция /(х, у) была ниегралом дифер: ициальпого уравнения в частных произвол- 
ных второго порядка: 


(34) 


г @а (^^ _@ =) —0. 


92 их (др, ау ча, 


апалогичного уравнению Эйлера (5). 

Мы приходим, таким образом, к решению задачи Дирихле для уравнения 
(34) и контура С, т.е к нахождению интегга.а этого уравнения, непрерывного 
вместе со своими частными произво шыми кервого порядка и принимающего па 
этом контуре послодовательность данных значений. Метод. с помощью которого 
получено уравмепие (34), есть в конце концов не что иное, как распространение 
метола Римапа, устлизвливающего приипиии Дирихле ($ 512) 

ПрлРимЕР. Нахождение поверхности минимальной нлощади, проходящей че- 
рез данный коитур, приводит к нахождению минимума двойного нитеграла 


М рт-- и -- 92 4хау. 


Соответствующее уравнение в частных производных имеет внд: 


4 ( р ) < ( 9 —6 
4х Г-Н) ау утра )= 


\ 


или в раскрытом виле 
#(1- 92) (И - 272) — 2029520. (37) 


Это уравнение выражает, что сумма главных радиусов кривизны равна нулю. 
Интегральными поверхностьми служат поверхности срелией кривизны, равной 
нулю, или мияимальные поверхности. 


Примечание. Для перехола от уравиения (32) к угависиию (33) мы 
предположим, что неизвестная фуикция Х(х, у) имеесг испрерывиые частные 
производные второ!о порядка. Соображения Лю-Буа-Реймона, аналогичные изло- 
женным в $ 621, здесь не имеют места (см, упражнения, стр, 294). 


Н. ВТОРАЯ ВАРИАЦИЯ. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ЭКСТРЕМУМА 


Не всякая экстремаль необходимо дает максимум или минимум интег- 
ралу /, как мы в этом уже иеоднократно убеждались. Эта экстремаль 
должна удовлетворять еще другим условиям, наиболее простое из кото- 
рых получится, если выразить, что вторая варпаиия имезт постоянный 
знак. Мы рассмотрим эти условия лля первой из залач, приведенных 
в $ 621, а чгобы не прерывать ход рассуждений, мы предпошлем заме- 
чание, которым позже придется воспользоваться. 

630. Предварительное замечание. Пусть у==3(х) будет функция, 
непрерывная в интервале (х,, х:), производная которой %’(х) имеет 
в эгом интервале кояейное число точек разрыва первого рола (т. Г, $ 9). 
Гривая Г’, изображаемая уравнением у-= 5 (х), имеет некоторое число 
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угловых точек, но ни олна из касательных к этой кривой не парал- 
лельна оси у. Мы будем для краткости товорить, что такая функция 
ф (х) и кривая Г' пгинадлежат к классу (П). Если кривая Г’ находится 
в области №, опредгленной выше ($ 620), то интеграл 


л=ЦЕЬ ф (<), их ах = Р(х, у, у') 4х, 


о г 


т. е. сумма интегралов, распространенных на промежутки, в которых 
4'(х) непрерывна, имеет конечное значение. При этих условиях мы по- 
кажем, что всегда можно найти тахую функцию Р(х) класса (1, 
которая при х=ху и х==х, принимиет те же значения, что и 
функция $ (х), и для которой значение интеграла 


ж\ 


= ЕЛ (х), Л (ах 


х 
отличается от значения Л, ках угодно мало. 
Инымн словами, всегла можно найти лругую кривую Г без угловых 
точек, ниеющ.ю те же концы, что Г’, расположенную внутри области 
{ и такую, что разность значений ин- 
ы тегратов влоль кривых Ги Г’ по абсо- 
Е 1 лютной величине меньше любого напе- 
ред заланного полежительногно числа в. 
Положим для определеносги, чго 
прочзволная 9'(х) имеет межлу х) и 
х: единственную точку раззыза с. 
| й Кривая, которая изображает измене- 
нне производной 9'(х), состоит из двух 
луг АЕ и ОВ, когорые не связаны. 
Пусть А — положительное число такое, 
чо с—Й ис-Я захлючены между 
м их, ЕР и С — две точки этой 
кривой с асписсами с—Йй ис - И, 
0 Р $ Соединнм их ломаною  ланией 
Черт. 101. ЕНО, имеющей тершину Н иа пря- 
мой ЕД, п ичем точка Н выбрана на 
ней так, что, если п(х) выражает ординаты точек эгой ломаной, то 


сп Е ей 
\ пах (х) ах ( и" (х} ах. 
с-й св р 


Для этого достатотно выбрать на ОЕ точку Н с ординатой 


с с+-й 
1 (Ее Ти А) 


= идя + 


с-й 5 
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Допустим, что точка Н выбрана имечно так, н пусть %(х) будет 
вспомогательная фуноция, которая совпадаег с %'(х) в инпервалах 
(хи с— №) и (с-+- В, х.) и с функцией п(х) в нитервале (с —#, ей). 
Эта функция непрерывна, а функция 


1х) = 9 (о) + [$ (х)ах, 


которая также непрерывна и допускает непрерывную произволную между 
Хо и х., совпадает с функцией ф(х} в интерв лах (л.с — 1), (с+й,х)). 
Кривая Г, изображаемзя уравненнем у==/(х), получается из кривой 
Г!’ заменою той части, которая заключена между лвумя точками с абс- 
циссами с Вис- Я и которся содержит угловую точку, двумя 
дугами параболы, котэрые имеют общую касательную в точке с абсцис- 
сой С и каждая из когорых касательна к кривой Г’ в другом конне. 
Для достаточно малых значений Й ординаты двух кривых Ги Г в 
интервале (с —й, сей) отличаются как угодно мало. В самом 
ме 0) +! (е-- 0) 
5) . 
Если при изменении х от ху до х, производная %'(х) заключена между 
двумя числами Ри О, то при достаточно малом Й число & также за- 
ключается между этими же числами, и то же мо’кзо сказать о функцин 
п(х) в интервале (с —й, с-- #). Но в этом инте, вале мы имеем: 


деле, при приближении Я к нулю & стремится к 


Их) — 9 == (п(ждая — [9 6) - 96} 
в 


и каждый член этой разности может быть сделан меныие любого дан- 
ного числа. Огсюда следует, что можно также предположить кривую Г 
расположенной в области \. Принимая это во виимание, положим, что 
М есть верхняя граница выражения |ЁР(х, у, у')| для вс: х значений 
(х, У} в области $$ и для значений у’, заключенных межлу Ри О. 


Ясно, что разность между значениями интеграла \ Е(х, у, У) Че, взя- 


тымт влоль кгивых Ги Г, по абсолютной величине меньше, чем 4МА, 
и достаточно выбрать Й так, что 4/М#А < в, д”я того чтобы эта разность 
была меныше в. Рассуждения останутся такими же для кривой, имею- 
щей р угловых точек. В частности, если интеграл Л, не равен нулю 
для функции 9 (х) класса (П), то всегда можно найти функцию ф(х) 
класса (1), которая на концах интервала принимает те же значення, что 
и функция $ (х), и для которой интеграл ./ имеет тот же знак, что и Л. 

Другое слелствие заключается в следующем, Пусть Г и Г' — две 
кривые с общими концами, расположенные в соответственно классов 
(Г) и (). Если интеграл У., взятый вдоль Г’, меньше, чем интеграл /. 
взятый вдоль Г, то кривая Г не может давать ассолютного менимума 

2 

интегралу \Е(х, у, у) 4х. лаже если ограничиться кривыми класса (1). 


#1 
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А если в любой окрестности кривой Г можно указать кривую Г 
класса (П) такую, что интеграл /,, взятый влоль Г', меньше Л, то кри: 
вая Г не может давать и относительного минимума. 
631. Условие Лежандра. Пусть у-=/(х) будет решение уравнения 
Эйлера, принадлежащее в интервале (х., х:) к классу (1). Если в инте- 
м 
грале =\Е(х, у, у’) 4х заменить у через Х(х)-|- 21(\), то, как мы 


Хх 
видели, первая вариация 8./ обращается в нуль для всех возможных ви- 


дов функции 1 (х) класса (Т), равной нулю при двух значениях ху ил.. 
Для того чтобы эта экстремаль давала экстремум интегралу ./, необ- 
ходимо, кроме того, чтобы вторая вариация 62/ имела один и тот же 
знак для всех возможных видов функиии т(х). Установим теперь необ- 
ходимые и достаточные условия того, чтобы 6?/ было положительным, 
что соответствует минимуму. 
Применяя к интегралу (3) формулу диференцирования под знаком 
интеграла, получим: 
2 
= \ [242 (х) + 29% хуи’ («)-- Во ах, (37) 
№ 
гле Р, Ои РЮ означают те функции от х, которые получаются, если 
в частных производных Ру» у» Рун заменить у через /(х) и у’ через 
Л (х). Согласно предположениям, которые были сделаны, три функции Р, 
© и Ю непрерывны в интервале (ху, х,). Лежандр преобразовывает это 
выражение для $?/ слелующим образом. Пусть ®(х) — некоторая функ- 
ция класса (1) в интервале (х,, х,). Какова бы ни была эта функция. 


имеем: 
% 


! | Зи! — 2 а — 
\ (Зо -- 120") ах = [1 9] =0, 
Хо 
ибо 1 (х,)=1 (х.}= == :0, и выражение для 8?./ можно записать в таком виде: 


4 


27а? \ Р-- в) 1? 2 (9 в) пи тах. (38) 


% 


Выберем теперь функцию ® так, чтобы коэфициент при 4х был точным 
квадратом, т. е. так, чтобы было: 


(О-о)? Ю(Р-+ о) (39) 


92.1 — а? ен 9 ий {40) 


% 


Тогда 


Отсюда видно, что знак числа Ю должен в этом вопросе играть ре- 
нающую роль. С помощью этого выражения для 62/ мы прежде всего 
выведем необходимое условие, полученное Лежапдром. Для того чтобы 
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вторая вариация 8?/ была положительна или равна нулю для всех воз- 
можных видов функции 1(х), необходимо, чтобы функция А (Хх) не была 
отрицательна ни при одном значении х из интервала (ху, х,). 

Положим, в самом деле, что А (с] < 0, где с заключено между ху 
и х:; при этом можно указать положительное число й, настолько ма- 
лое, чтобы А (х) оставалось отрнцательным для всех х, удовлетворяю- 
щих неравенствам с —А = х=е--й. Уравнение (6) показывает, что 
вторая производная }”(х) непрерывна в интервале (с — #, с-- Й), и, сле- 
довательно, функции Р, @, Ю также допускают непрерывные производ- 
ные в том же интервале. Следовательно, к диференциальному уравнению 
(39) можно применить общую теорему Коши (т. П, & 388, 391), а от- 
сюда вытекает, что оно имеет бесчисленное множество непрерывных 
интегралов в окрестности точки х=е. Пусть ю(х) — один из этих 
интегралов. и пусть (%, &) — интервал, содержащий с и настолько ма- 
лый, что функция Ю(х) в нем отрицательна, а ®(х) — непрерывна во 
всем эгом интервале (3% <х,). Рассмотрим функцию 1(х), 
определенную следующим образом: 


1) 1(х) = при х=х =; 
х 
"Эив 
Ах Их 
2) щих) = (3 (хе ° при = х=; 
3) 1(х) = при &, =х=х,. 


Легко видеть, что соотвегствующее значение 62/7 имеет зпак функ- 
ции Ю (х)} в интервале (1, $,), т. е. отрицательный, Таким образом усло- 
вие Лежандра необходимо, и. следовательно, во всем интервале (ху, Х,) 
должно быть А (Хх) 0. Оставляя в стороне случай, когла уравне- 
ние А(х)-=0 имеет корни в этом интервале*, будем впредь считать, 


что х)>0 для хх х.. (41) 


Согласно формуле (40) казалось бы очевидным, что если выполняется 
условие Лежандра, то $?/ должно быть положительно или равно нулю 
для всех возможных видов функции 1(х). Но следует заметить, что 
преобразование, которое мы проделали над 6?/, применимо только в том 
случае, если функция ®(х) непрерывна в интервале (ху, х,). Следова- 
тельно, это заключение законно только в том случае, если есть уверен- 
ность, что диференциальное уравнение (39) имеет непрерывное решение. 


* Если Ю (х) равно нулю во всем интервале (хи. х!}, то из уравнения (39) 
следует, что ®--= — ©, и вторая вариания принимает вил: 


% 
Для того чтобы вариация 82] имела постоянный знак, необходимо и достаточно, 
чтобы разность Р — О’ сохраняла тот же знак во всем интервале. Это имеет 
место. например когла функция ГР имест вид Ё-= ау? + Звуу’; в этом случае 
существует только одна экстремаль у -= 0. 
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Заметим, что так как А (х,) не равно нулю, то интеграл /(х) может 
быть протолжзн в интервале (Х,, х,), где № < ху. Этот интеграл 
может быть также продолжен в ингервале (х,Х,), где А >х.. 
Функции Р, ©, Ю непрерывны и допускают непрерывные производные 
в ингервале (Лу, Х,), и можно также допустить, что в этом интервале 
Ю() > 0. 

6;2. Условие Яхоби. Уравнение (39) есть уравпение Риккати. Его, 
след ›ватетьно, можно привести к личейному урзенению второго порядка 
(г. П $402). Положим сначала О--® = — №2; уравнение (39) заме- 
няегся уравнением того же вила: 


2-2? { ее 


=0, (42) 


общий интеграл которого, как мы видели (т. П, ч, И, стр. 116), имеет 
' 


ВИД: 2 = —, где & есть общий интеграл линейного уравнения, введен- 
и 


ного Якоби, которое прзелставляет собой не что тпое, как уравчение 
Эйлера, сославлеонее для функции Р== Ри? - 20ни -- Юи", и имеет 
вид: 

Ю’ ‚ ©’ — Р 
тов 


(и 4—0. (43) 


Следовательно, озщий интеграл уравнения (39) будет: 
ш 
.-=-9—^-.. (44) 


Все интегралы уравнения Якоби гепрерывны в интервале (хо, х,), 
и для того чтобы уравнение (3ч) д пускел» интеграл ю, непр»- 
ры: ний в этсм интервале, неоэхолимо и достаточно, ч'обы урав.е- 
вие (43) допускало ивт-грал и(х), не обрзщающийся в нуль в этом же 
интервале. 

Это условие достаточно для того, чтобы вторся варнации 6?/ была 
положительна для всех возможных тидов функции 1(х). 

В самом деле, пусть ий (х) будет частным интегралем уравчспия Якоби, 
который не озращается в нуль для ххх. Во ьмом в качестве 
® (х} соотеетствующую функгию (14). Выражение (40) для 62/ крини- 


мает вид*: 
^ 
"В (пи — ти 
Я = а? Кии ти). ах. (45) 


т 


* Этот результат легко объяснить, исходя из слелующих соображений. Если 
« — иитеграл уравнения (39), то мы имеем тождест, е! 1.0: 


х х. 
\ (Раз + 2Оли’ + Кт”) 4х \ Ю (м — ах, 
Ж ® 
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Ясно, что / не может быть отрицательным. Для того чтобы 82/7 
быго равно нуно, необходимо, чгсбы бьло и — и —=0 во всех 16ч- 
ках интервала (%,х,), нли ц==Си, но это невозможно, ибо цих) разно 
нулю на обоих концах интервала, между тем как и(х) отлично от пуля. 
Итак, вторач вариацчя 8-/ положитесьна для вех возможных видов 
функции 1(х), если уравноние Ясобя (43) имеет интеграл, который 
не обращается в нуль в инт рвале (х,х,.), включая и концы. 

Это условие может быть преобразован» с помощью теорем Штурма 
о линейных уравнениях (т. П, ч. И, стр. 116, сноска). Пусть и. (х) бу- 
дет интеграл уравнения Якоби, обращающийся в вуль при х == ху. Этот 
интеграл может иметь другие нули в интервале (лу, Х,), пусть х, бу- 
дзт коГечь, нанболее близкий к ху и содержащийся между хуи АХ; 
если же и: (х) не обращается в нуль между х) и Х,, то мы положим, 
что х, = Х,. При этих условиях длЯ того, чтобы уравнение Укоди 
имело частный интеграл, не обращающиеся в нуль при ххх, 
необходимо и достаточно, чтобы бы о х\ <х.. 


Условие необхо9:.мо. В самом деле, если <>, то всякий инте- 
грал уравнения (43) имеет корень, заключенный между Хх, н х, и, сле- 


довательно, закгюченный между хо и х.. 

Условие также достаточно*. В сахом деле, положим, хх, и 
пусть х, — число, заключенисе между х, их, (х, <х,«х,). Ише- 
грал и›(х), который обрашается в пуль пря х=х., не может озра- 
титься в пуль между ху и Хх, ибо в этом случае он обратился бы 
в нуль также между ху и Ху. Он не равен нулю и при х—= ху, ибо 
он от. нчен от интеграла и, (х). Мы оставляем в стороне случай, когла 
х=х,, который требует несколь.о более тонкого исследования. 

Итак, когда выполняются оба уссовия /ожандре и Я, оба одно- 
временно, т. е. 1} Ю\х>0 дая ххх, и 2) хх, то втэ- 
рая вараация 8?/ положительна для всех возможных видов функ. 
ции 1 (х). 

Выше было указано, что условие Лежандра является необходимым 
условием того, чтоб 62/ было всегда положительно. Остахт:я доказать, 
что условие Язоби также необходимо. Для этого достаточно нохазать, 
что если х›<х,, то мокно указать такую функцию 1(х) класса (1) 
в нитервале (хо, х.), которая обращзется в нуль при х =х, и при 
Х-==х, и для которой вуражение (37) отрицательно ($ 630). Такую 
функцию можно получить методом Дарзу-Эрдмана. Будем обозначать 


где $ — непрерызчая фунчки”я. Отсюда следует, что всукэе решеине линейного 
угавнения х’=.т долж..о обрацить в нуль первую вариацию иптеграда, стоя- 
щего в левой Чес:и, т, е. быть решением уравиеная Укоби. Так м образом, ? 
прегставляет логарифинческую п оизволную нитеграла этого уравнения (ср. $ 40.). 

* Можно было бы т'кже в рассуждениях опираться на ненреры. ность, не 
прелполагая извесгиой теор му Штурма. Если порвый корень функции и (\), 
больший 2, итевосходнт также и ду, То Ма возьмем интеграл, который оэра- 
ща тся в нуль в близкой точке х — й (Яя > 0). Если И достаточно мало, то пер- 
вый корень. большии чем хо, будет также больше чем “. 
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через и, (х) интеграл уравнения (43), имеющий своими нулями ху г 
Хх, и пусть будет о(х} другой интеграл, обращающийся в нуль при 
значении х,, заключенном между ху их; И не являющемся нулем дль 


и, (х). Разность и, — имеет нуль в точке с, лежащей между хуи Хх 


Принимая это во внимание, определим непрерывную функцию 1(х) сле- 
дующим образом: 1) 1(х) =, (х) для Хх с; 2) 1(х) =9(х} для 
с=хах,; 3) 1(х) =0 дл! х = х=х,. Эта функция принадлежит 
к классу (П), ибо ее производная 1’(х) претерпевает разрыв в двух 
точках х--с, х-= хо. 

Во всяком интервале (5, ,55), в котором 1(х} непрерывна вместе сс 
своей производной, получаем без труда интегрированием по частям: 


пу 


=? 


\ (Ре 20’ -- ^1) ах = (ба Вт] 


ъ 
< а 


"— \ ЮФ (1) 4х, 


9 


и если т(х) есть интеграл уравнения Якоби, то в правой части остается 
только проиитегрироваиный член. Выбирая в качестве функции 1(х) 
функцию, которая была выше определена, применим прелылушую фор- 
мулу к каждому из интервалов (ху, с}, (с, х.), (х,, х.). Получим: 

№ 

\ 21 ! 2. — . 712 И #1 

\ (Ре -- 29 + АЗ) хи, (х) (би, ^^], Но (Оо т К9)], ‚ (46) 
№ 


и так как 4, (с) =9(с), то правая часть равна 
Ю (с) [и (с) т (с) — 9 (с) и, (6)]. 


Но из самого уравнения (43) мы получаем: 

и! (х)о (х) 9! (хи, (х) == К 

1 у Ю (х) 
гле множитель А’ ссть постоянное, и, следовательно интеграл, опреде- 
ленный равенством (46), имеет знак числа А, 

Но этот множитель К равен — и. (х,) т’ (х,) Ю (х.), и так как 9 (х) 
есть любой из интегралов, имеющих х, своим нулем, то знак 9’ (х,) 
можно выбрать произвольно. Следовательно, при подходящем выборе 
функции 1(х) можно сделать вторую вариацию 62/7 отрицательной. 

Итак, условия Лежандра и Якоби являются одновременно необхо- 
димыми и достаточными, чтобы обеспечить знак второй вариации 
в интервале (х,,х,). 

Мы будем рассматривать эти условия в у 0-м смысле и оставим 
в стороне изученне случая, когда А (х} переходит через нуль без изме- 


нения знака в промежутке (х,, х,), а также того случая, когда Хх =Х,. 


633. Геометрическая интерпретация. Сопряжеииые фокусы. Можно 
притти также к линейному уравненню (43) при нахождении решений 
уравнения Эйлера (6), бесконечно близких к рассматриваемой экстре- 
мали у=Х(х). Если условие Лежандра удовлетворяется, т. е если 
Бух, (Хх). 1! (х] остается между х, и х, положительным, то мож:о 


$ 633 |. ВТОРАЯ ВАРИАЦИЯ 239 


все члены уравнения разделить на коэфициент при у”, и уравнение 
Эйлера примет вил: 


У’-=Ф(х, у, У), (47) 


гле функция Ф непрерывна и допускает непрерывные частные производ- 
ные (согласно предположениям относительно функции Р(х, у, У’), ука- 
занным в $620), если х изменяется от х, до х,, а разности у — /(х), 
у’ —(х) по абсолютной величине остаются достаточно малыми. Мы 
видели ($ 461), что в этом случае уравнение (47) допускает бесчислен- 
ное множество семейств интегралов, зависящих от произвольного пара- 
метра 1}. у=ф(х, 1), где функция © (х, Х) при Х=0 обращается в функ- 
цию /(х). Больше того, при изменении х от х, до х, эта функция 
! ! и 
непрерывна и имеет непрерывные частные производные $„, $, $), 
и ы 
Ф.з, @сли только |^| меньше некоторого достаточно малого положитель- 


ного числа )*. Производная $, (х, 0) удовлетворяет линейному урав- 
нению второго порялка, которое получается диференцированием по \ 
обеих частей уравнения (47), в котором у заменено функцией ф (х, \), 
а затем положено \:-=0. Это линейное уравиение представляет урав- 
нение в варчациях относительно частного решения у==/Х(х). Применяя 
этог метод к уравнению Эйлера (6), в котором у заменено функцией 
ф (х, }), мы в качестве уравнения в вариациях получим: 


| 97 45 а | 92Р 4% НИР №0 | 
ду 9А ду: вх, | | 


дуду охл ах |3уду' 


Положим в этом уравнении ^-=0. Если обозначить через и значение 
Ф, (х, 0), 10 оно принимает вид: 


' 
‘у 


Р(х)а(х)- Ош {9х и(х) РВ (хи (5х). 


и мы снова приходим к уравнению (43). Эга связь между уравнения- 
ми (6) и (43) дает нам простую геометрическую интерпретацию усло- 
вия Якоби. 

Рассмотрим, в самом деле. семейство экстремалей, исходящих из 
точки А и близких к первой. Во всем интервале (х%, ‚ х‚) они могут быть 
представлены уравнением у==Ф(х, №), где функция $(х, ^) удовлетво- 
ряет условиям, о которых мы упоминали и для которой, кроме того, 
имеем: 


$ (Хо, №) = (хо, о, (жж. = 1! (Хо). 


* Рассуждения, привеленные в главе ХХИ! (5 462), относились к системе 
двух уравнений первого порядка, но ясно, что они относятся и к уравнению (47), 
которое может быть приведено к сислеме этого вида, если положить у’==2 
Если Р— функция аналитическая отиосьтельно у и у, как это имеет место 
в большинстве приложений, ло в качестве функции ® (х,\) можно взять также 
аналитическую функцию от ^. 
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Первое из этих соотношений показывает, что значение х =х, есть 
корень уравнения 
' 
ф, (х, 0) =0. (45) 


Но корни этого уравнения являются абсциссами точек пересечения экстре- 
мали у==/(х), соогвегствующей значению \ =0 параметра с бесконечно 
близкою экстремалью, выходящею из точки А, т.е. являются абсцис- 
сами точек касания этой экстремали Г с кривою, огибающею это се- 
мейство экстр.малей. Часть этой огибающей вырождается в самую точ- 
ку А. Другие точки касания назывютгся сопряженными фокусами точ- 
ки А. Так как 4, (х, 0) есть как раз интеграл и, (х} уравнения Якоби, 


который обранается в нуль при х==х,, то ближайший больший ко- 
рень х’ представляет абсциссу первого фокуса А', сопряженного с А 


и нахолящегося справа от этой точки, и условие Якоби выражает, что 
конец В дуга экстремали АВ должен находиться между точкой А 
и порвыи сопряженным фокусои справа. 

Между сопряженными Ффокусами существует взаимность, ибо абс- 
циссы эгих точек суть корни одного и того же интеграла уравнения 
в вариациях. 


634. Примеры. Рассмотрим снова примеры $5 622, гле фуикция Е имела 


вил узУГ- У?. Условие Лежачдра для минимум всегда выполнено. Если у == (х) 
представляет ураьзнение дуги экстремали, проходящей через две точки А 


х 
и В сабсциссами хо и х:, то уравнение у= ( =) представляет также экстре- 


мальную фучкцию при лю^бом зн”ченни гостоянного А. Мы получим, такнм обра- 
зом, решезие уравнения В вапи:циях ($ 457), если возьмем произвогную по & 
от этого и те рала* и положим затем ^=1; таким образом на; дем: и ==} (х) — 
— х/’(х). Для того чтобы этот интеграл не обращался в нуль между пределами 
Хи х,, Необхолимо и достаточно, чтобы пи одна касательная к душе экстре- 
мали АВ не проходнла через начало. Так как за начало можно принять люоую 


* Гели, вообще, уравление Э”лера допускает бесконечно мллое преобразо- 
вание (г. И, $ 29,- 39.), то из всякого и те! рала }(л) можно получить беско- 
не шо близкий иитеграл. а слелов тель о, соотвегствующее рэшение уравнения 
в вариациях. Сле.ующие иримеры связаны с классическими случаями пониже- 
ния погягка пифезенц ‚ального урави. ния. 

1 Еце соде'’ жиг у. Если }(л) — эк`тремаль, то }(`) + есть также иинте- 
грал уравнения Эйлера, каково бы ни был» значение А, и, с едовательн ‚ и=1 
предс'авляет решелие ураьиения в вариациях. Условие Якоба в-егда удовае- 
творяется. 

2. [Е не содержит х. Если }(х) есть экстремаль, то }(х - }) также есть экстре- 
маль и, следовательно, {’(х) есь решение урави-ния в вариациях. Услоьи» 
Якобн выполнено, если ни в одной точке дуги АВ касательная не парал- 
Лельна оси Ох. 

3. Если Г — функция олпоргодная относительно у и у’, то левая часть урав- 
нения Эилега одиородна оти жилельно у, у’, у” и, слеловательг о, всякий пнтс- 
грат {(х) представляет решение соответствующего уравнения в рарисциях. Усло- 
вие Якоби удовлетворяется, если дуга эк. тр›мали не пересек ет оси Ох. 

4 Если Р од юродна относительно х и у, то из рассуж. ений. прив: денпых 
в тексте, следует, что условие „Якоби удовлетвогя.тся на дуге экстремзли АЗ, 
если ни одн: касагельная к этой д.ге не проходат через начало. 

В каждом из этих случаев указанное условие яв.яется тользо достаточным, 
во не необходи мым. 
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Точку на оси Ох, то отсюда следует, что условие Якоби выполнено, если ня 
оси Ох существуют такие точки, через которые не проходит ни одна ка- 
сательная к дуге экстремали АВ. Но согласно форме кривой это всегда имеет 
место, если а отрицательно, как в задаче о брахистохронз, 

Если а.>0, то дуга АВ обращена выпуклостью к ози Ох, и условие можно 
изменить следующим образом. Пусть А’и 2" суть точки пересечения с осью Ох 
касательных в точках А и В к экстремали, а Г — точка пересечения этих каса- 
тельных. Если точка Т находится над ось!о Ох, 10 в силу выпуклости АВ ясно, 
что через точку стрезка А’В' нельзя провести ни одной касательной к этой дуге. 
Напротив того, если точка Т нахолится под осью х, то через каждую точку 
отрезка А’В’ проходят две касательные к дуге АВ. Если одну из эгих точек 
принять за начало, то уравнение Якоби допускает частное решение } (^х) — ху’ (х), 
которое имеет два нуля между хуи х,. Всякое другое решение имеет, следо- 
вательно, по крайней мере один нуль в этом интервале. Следовательно, для то- 
го чтобы условие Якоби было выполнено, необходимо и достаточно, чтобы 
касательные к дуге экстремали, проведенные в точках А и В, пересекались 
над осью Ох. Это есть обобщение хорошо известного свойства цепной линии 
([1п4е15{-Мб1епо, Саи] 4ез уайаНопз). Это условие всегда выполнено, если 
точки А и В расположены по одну сторону самой низкой точки экстремали. 

Геометрическая иитериретация предыдущего параграфа лает возможность 
легко проверить этот результат. Мы видели, что в случае, когда функция Е 


имеет вид зУТ-У” ($ 622), общий интеграл уравнения Эйлера имеет вид; 
У р 
у ах +), 


глеаи 3 — произвольные постояиные. Гсли между параметрами а и 3 устано- 
вить какое-пибудь соотношение, то получится семейство экстремалей, завися- 
щее от одного нараметра. Координаты общей точки двух бесконечно близких 
кривых этого семейства удовлетворяют также уравнению: 


у Е 4} Ш ‚ | т 43 
уе оеНЯ («ну (хр), 
откула 
у 3 
= =—. 
у ая 


Отсюда следует, что касательные к экстремали, проведенные в точках пересе- 
чения с бесконечно близкою экстре малью того же семейства, встречают ось Ох 


в 


в олиой и той же точке с абсциссой — ->. В частности, если семейство экстре- 
малей состоит из экстремалей, выходящих из одной точки А, то мы отсюда за- 
ключаем, что касательные к экстремали в двух сопряженных фокусах встре- 
чаются в точке, лежащей па оси Ох (Во213). 

Если #0, то через точку Г оси Ох нельзя провести больше одной каса- 
тельной к дуге экстремали, расположенной целиком иад осью Ох. На этой дуге, 
следовательно, иикогда ие существует двух сопряженных фокусов, и условие 
Якоби всегда удовлетворено. 

Если а >0, то экстремали обращены выпуклостью к оси Ох, и из любой 
точки этой оси можио проьести две и только две касательные к любой экстре- 
мали. Точки этой экстремали попарно сопряжены, причем каждая пара сопря- 
женных фокусов разделена самон иизьой точкой экстремали. Ясшю также в силу 
выпуклости кривой, что если касательные в точках А ин В пересекаются иад 
осью Ох, то фокус, сопряженный с А, иаходнтся пе на дуге АВ, между тем как 
он находится на этой дуге, если эти касательные пересекаются под осью Ох. 
Если через две точки А и В проходят две экстремали, 10 одна из них касается 
огибающей семейства экхтремалей, выходящих из точки 4, межлу точками Аи 
В, между тем как другая касается этой огибающей либо за точкой В, либо до 
точки ДА. Условие Якоби выполняется только для этой последней экстремали. 
Например, в случае ценной лании (фиг. 100) условию Якоби удовлетворяет дуга 
цепной линии, гомотетичная дуге, кончающейся в точке М. 


16 5. Гурса, т. НП, ч. 8. 
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635. Недостаточность предыдущих условий. Условия Лежандра ин 
Якоби не являются достаточными для того, чтобы интеграл / достигал 
минимума. В самом деле, мы сравниваем значение интеграта, соответ- 
ствующее фуикции у==/(х) только со значениями того же интеграла, 
соответствующими функциям вида: 


у=/(х) | ат (х), 


зависящим только от олного произвольного параметра, между тем как 
но условию поставленной задачи ($ 620) требуется сравнивать значение 
интеграла /, взятого для у==/(х), со значениями этого интеграла, 
взятыми для всех функций вида: 


у=7(х) + ®(х), 


где в (х} — произвольная функция класса (1), подчиненная только усло- 
виям (1). Единственный вывод, к которому приводят предыдущие рас- 
суждения, заключается в следующем. Пусть ® (х) — произвольная функ- 
ция класса (1), удовлегворяющая условиям (1). Уравнение 


„у=/Х(х) Е ао (х) 


изображает пучок кривых Г, которые при изменении а от 0 до 1 оста- 
ются в области },. При а==0 мы получаем кривую Гу, уравяение ко- 
торой есть у-=Л(х), а при а==1 — кривую Г;, уравнение которой есть 
у==Х(х) + ® (х). Значение У(а) интеграла /, соответствующее функции 
Ё(х)-- во (х), является функцией от а, которая начинает возрастать, 
когда @ возрастает от нуля, но нет никаких оснований думать, что эта 
функция У (2) будет возрастать все время при возрастании а от 0 до 1 
для любого малого числа 2, определяющего область 9%.. 

Вот пример, который очень четко показывает недостаточность условий $/==0, 
827>0 для обеспечения минимума. Пусть Р=уз-- уз. Примем хо=и 0, 
= Ь и =0. Экстремальные кривые суть прямые, и экстремальная фуикция, 


уловлетворяющая условиям иа коицах, есть }(х)==0. Можно непосредственно 
убедиться в том, что вторая вариация положительна, ибо в этом случае 


62.7 — а? \ 21'2ах. 
0 


Для того чтобы было 8/ ==0, необходимо выполнение равенства т’ (х) == 0, а сле- 
дозательно, т (х) ==0. Для функции { (х) =0 значение иптеграла /== 0; покажем, 
чтс можно найти функцию © (х) класса (1), удовлетворяющую условиям; 


о (0) 0 (1) =0, [@ (1) [< 


для 0<х < |, такую, для которой интеграл 
1 
Л, == \ ("2 + “Зах 
# 
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имеет отрицательное значение. Пусть, в самом деле, а — положительное постоян- 
ное, меньшее единицы. Функция ® (х, а), определенная следующими условиями: 


1) о (ха) =ах для Ох !1- ый 
ан? 

ао 22) 1х =. ук 
2) ® (х,®) —=2(1— д) Е (1 —х) для | 8) хЬ, 


есть функция класса (Г) в интервале (0,1). Уравнение 
у=о (а, 1) 


изображает кривую АРВ, состоящую из отрезка прямой ИР, проходящей черёз 
начало, и дуги параболы РВ, для которой эта прямая служнт касательною 
в точке Р, а касательная в точке В имеет угловой коэфициент, гавный — 2. Эта 
функция ® (х, а) непрерывна н стремится к нулю вместе с а, но ес производная 


ш ‚(х, а) разрывна при 
х=1, а—0. Интеграл 
1 


Л (@-= (ее + ®'3) 4х 
5 


также стремится к нулю 
вместе са. Но так как Черт. 102. 

производная °. (х, а) раз- 

рывна, то мы не можем применить обычную формулу диференцировапия и, следова- 
тельно, не можем утверждать, что 7’ (0) ==0. Напротив того, мы покажем, что ./ (2} 
есть бесконечно малая первого порядка. С одной сторопы, интеграл вдоль АР 


25 
есть бесконечно малая второго порядка (а? -|- а3) (1: -). Что же касается 
ами — 
2а 
интеграла, взятого вдоль РВ, то полагая х=1 = 52, его можио записать 
в виде: 1 
Я : Ё 
а | а 2—2 + ат 2) 2 28} 4 
а--2. 
0 


21 
и главыая часть есть — -;. Гаким образом 


=>, 


и для значений а в окрестности нуля значение нитеграла / (а) отрицательно. Этот 
пример действительно показывает необходимость рассматривать варнации более 
общей формы, чем те, которые рассматривались нами до сих нор *. 


* Чтобы убедиться в недостаточности условий Лежандра и Якоби, лостаточно 
показать, что интеграл 
1 
\ (у уз) 4х 
0 


вдоль ломаной АФВ имеет отрицательное значение для достаточно малых зна- 
— 44 + За? 223 


чений а ($ 630). Действительно, этот интеграл имеет значение и 


Первый пример этого рода принадлежит Шефферу (Надатаг4, стр. 44—45). 
16* 
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Примечание. В текоторых простых случаях условия Лежандра и Якоби 
являются достаточными для того, чтобы обеспечить экстремум. Положим, напри- 
мер, В = ау? -- 26уу’ | су". Уравнение Эйлера в этом случае линейно относи- 


тельно у, у’, у’: , „ 
ебу су + И—ау=Ь (49) 


и уравнение Якоби, которое не зависит от рассматриваемой экстремали {(х), 
тождественно с предыдущим уравнением. Условие Лежандра для мииимума бу- 
дет выполнено, если с (х) имеет положительное значение для всех значений х 
от до до х!. Условие Якоби также будет выполнено, если уравнение (49) допу- 
скает интеграл и (х), не обращающийся в нуль в этом интервале. Эти условия 
также н достаточны, ибо если положить 


УЛ а (х, 


то мы получим ($ 632): 


(а) — Л (0) = 


выражение существенно положительное, даже если условие Лежандра выпол- 
няется только в широком смысле. Полагая а==6=0, с-—=1|, мы приходим к ре- 
зультату, уже установленному непосредственно (т. 1, $ 120). 
Рассмотрим еще следующий пример Вейерштрасса. Пусть требуется найти 
минимум интеграла 
+1 


1} се + за 
—1 


взятого вдоль кривой Г класса (1), соединяющей дье точки А и В с координа- 
тами (— Та) и (1,5). Уравнение Эйлера допускаег первый интегр“.: 


(е+Ву=С 


м общий интеграл, в предположении, что А=20, есть: 
х 
У--С; Н Со агср т. 


Определяя постоянные С; и С» из граничных условий, находим для искомой 
фупкции } (х) выражение: 


> & 


атс 
НВ В 
ея 


агс т 


Легко видеть, что условия Лежандра и Якоби удовлетворены. В самом деле, 
Ю—=2 (4? -|- №), и уравнение Яьоби допускает нитеграл и-=1 ($ 634, сноска). 
следовательно, функция }(х) дает интегралу абсолютный минимум. 

Дело обстоит совершенно иначе, если ^ =0. В этом случае общий интеграл 


уразнения Эйлера есть у== а С» и следовательно, не существует ни олиой 


экстремали класса (1), соединяющей све точки А и В, кроме только тривиаль- 
ного случая ф-=а. В случае, который нас интересует, нижняя граница иптеграла 
+1 
= \ мах 
— 
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равна нулю. В самом деле, если мы вместо у возьмем предылущую функцию, 
при которой интеграл достигает минимума, когда » отлично от нуля, то получим: 


Интеграл в правой части меньше, чем 
1 


| 2?! 
в в БТ, 


хе 
] 


и, следовательно, 
А (6 — а)? 


ы 


1 
2 агс4 т 


а это выражение стремится к нулю вместе с %. 

С другой стороны, очевидно, что какова бы ии была кривая Г класса (1), соеди- 
няющая две точки Аи В, зпачение интеграла /, взятого вдоль этой кривой, не 
может быть равно нулю. Этот пример ясно показывает, как может случиться, что 
интеграл не имеет минимального зпачения, хотя он действительно ограничен, 
а также показывает недостаточность рассуждений Римана и аналогичных рас- 
сужделий ($ 512). 


636. Условие Вейерштрасса. Функция Е. Новое необходимое условие 
для экстремума было установлено Вейерштрассом путем сравнения зна- 
чения интеграла, взятого вдоль дуги экстремали АВ, со значением ин- 
теграла вдоль пути, достаточно 
близкого, но пересекающего ду- 
гу АВ под углом, отличным от 
нуля. Сохраним те же обозначе- 
ния и предположения, что ив 
предыдущих параграфах. Возьмем 


точку Р на дуге АВ с координа- / 
тами (х., У.), и пусть уг=Д (Х) 5’. 
будет уравнение кривой С., про- Черт. 1. 


ходящей через точку Р, причем 

функция Л, непрерывна и допускает производные первого и второго 
порядка, непрерывные в интервале (х,-— А, х. -- #); пусть О — точка 
кривой С; с абсциссой х,— Й, где й — положительное число, меньшее 
# (0х, —й<х, < х,). Положим: 


Ах — № —Л (в 


Хх, —й—№ 


® (х, й) = (х— 5) 


и рассмотрим дугу кривой АО (черт. 103), которая имеет уравнение: 


У=/А(х) На (х, 1), ххх, —й. 
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Ясно, что, когда Я стремится к нулю, линия АО имеет пределом дугу АР, 
и интеграл \ Р(х, у, У) 4х представляет функцию (Я) от й, производ- 
А) 
ная которой при й —=0 имеет значение; 
Г (0) — [у — Л (х,] ” (хо, у») =” Е (хо, Уз У). 


Это следует из обшей формулы (18) $ 625, ибо дуга АР есть дута 
экстремали, а координаты переменного конца © суть 

Хх, —й у=д(х,— 1); 
отсюда получаем: 

хо ВИ, бу — Д(х,) 2; 


у, представляет угловой коэфициент касательной к экстремали АР 


в точке Р. Пусль точно так же Г (й) будет интеграл, взятый вдель 
дуги ОР: 


= Ех (хЬЛ ах. 


1 Га 
д3—Я 
Производная / (0). очевидно, равна Ё[х,, №, Л (х,)], и следовательно, 


обозначая интеграл \ Р(х, у, у') ах через Л(й), мы можем записать, что 
(ЛОР) 

ал Е , и ,. 

р | Г Ул» Ра) — Ро, У», 9) — р.) Ри (5, Уз Уз 

0 

где р, — угловой коэфициент касательной к кривой С;. Правая часть 

этой формулы представляет функцию четырех переменных х, у, у',р, 

которая играет очень существенную роль в теор‘и Вейерштрасса. Ее 

обозначают букв й Е: 


В(х, уз, р) = Р(х, У,р) — Р(х, у.) —@ФЫ-У) Е (ху, У), (50) 


и предыдущая формула принимает вид: 


ал - 

(1%). =В(х,, У», 5; Рь)- (51) 
Из этого соотношения мы легко получаем новое необходимое условие 
для минимума. Мы его будем называть условием Вейерштрасса. Дая 
70г0 итобы рассматриваемая кривая АВ доставляла интегралу 7 
минимум, необходимо, чтобы функция 


В [х, 1 (х); Л(х),Р] 


при изменении х от Хх д0 х, была не отрицательна ни для какого 
конечного значения р. Мы будем также выражать это условие, гово- 
ря, что функция Е(х, у;У,р) не может принимать отрицательного 
значения ни в одной точке дуги АВ ни для какого конечного 
значения р. 
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В самом деле, допустим, что в точке Р дуги АВ с координатами 
(х., у.) и для конечного значения 2 величины р мы будем иметь: 


Е (х, Уз У», т) < 0. 
Возьмем в качестве кривой С, кривую, данную уравнением: 
у=1(х) -- (т — у, (х —х,), 


касательная к которой в точке Р имеет угловой коэфициент 71. Вве- 
пенная выше функция /(й), соответствующая функции Х, (х), этого вида 
имеет при А ==0 отрицательную производную. Можно, следовательно, 
иайти достаточно малое положительное число { такое, что /(1 <. (0), 
и, следовательно, можно найти такой путь АОРВ (черт. 103), что 
сумма интегралов 


вх, у, у) ах НР, у, У)ах {Е (ху, ув 
(49) (СР) (РВ) 


будет меньше значения интеграла .// вдоль луги АВ экстремальной кри- 
вой. Как уже было замечено ($ 630), этого достаточно, чтобы доказать, 
что кривая АВ не доставляет минимума интегралу /, даже если рас- 
сматривать только кривые класса (1), соединяющие две точки Аи В 
и близкие к дуге АВ. 

Мы можем, следовательно, к полученным уже условиям присоединить 
следующее: необходимо, чтобы было 


Е (х, УзУ,р)=0 (52) 


для всякого конечного значения р вдоль всей дуга АВ. 
Для максимума знак неравенства будет обратный. 


Примечание. Согласно формуле Тейлора имеем: 


. (У с" ‚ 
Вх, У р) = ро Вун я, у, У рф) 0<0<1; (5) 
отсюда ясно, что условие Вейерштрасса будет наверно выполнено, если вторая 
производная Ру. (х, у, и) не отрицательна ни в одной точке дуги АВ и для вся- 
кого конечного значения и. Но последнее условие не необходимо для того, 
чтобы выполнялось условие :52). 

Нетрудно видеть, что из условия Вейерштрасса условие Ложандра полу- 
чается так частный случай. В самом деле согласно формуле (53) отношение 


2Е (х, у; у, р) 


Если условие (52) выполнено для всякого конечного значения р, то мы имеем 
” , 
также Л,„ 20 вдоль всей дуги АВ. 


2 
имеет своим пределом Рун (х, у, у’), когда р стремится ку’. 


Для Е-=у?- уз и для частной экстремали у==0 имеем: 
В р = (р 1, 


и если взять р= — 2, то Е отрицательно, что совпадает с результатом, получен- 
ным непосредственно ($ 635), 
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Но и условия Вейерштрасса недостаточны для минимума, как это видно из 
следующего п›имера Больца. Пусть 


Е==ау-+ 49 ру -- 2рху 


где аи фр — положительные постоянные. Соответствующее уравнение Эйлера 


имеет вид: 
у” (24 — 24 уу" - 242ху?) = 0, 


и экстремалями будут прямые линин. Рассмотрим две точки А(0,0} и В (1,0), 
прямая линия у==0. которая соезиняет эти две точки, есть экстремаль, для ко- 
торой выполняются условия Лежандра и Якоби. То же относится и к условию 
Вейерштрасса, ибо функция Ё\(х, у; у’, р» которая имеет значение 


Ех, уу, р, == (у’ —— р) [а — 86 уу" -- беху" -|- 46 (ху’ — у) р-р 26хр], 


обращается ири у==0 в р?(а [- 26хр?) и остастся положительною, когла х изме- 
пяется от 0 до 1. Однако эта прямая ие даст минимума для /. В самом деле, 
если взять интеграл вдоль ломаной АРВ, И если коорлииаты точки Р будут по- 
ложительные числа Ни ^, то нетрудно видеть, что можно выбрать настолько 
малое положительное число й, что значение интеграла влоль ломаной будет от- 
рнцательным. каково бы пи было малое значение А. Отсюда мы заключаем, что 
прямая АВ не может давать минимум ($ 630). 


Пусть еце Е== ту. Экстремалями служат прямые линии, а функция 


(у — (1 2ру} 
(Е 22) 1 -- у 


Мы вилим, что при измененин р фупкцня Р может изменять зпак, если только у’ 
не обращается в нуль влоль всей экстремали, которая в этом случае переходит 
в отрезок прямой, параллельной Ол. Очевилно, что эта экстремаль дает инте- 
гралу максимум; всякая другая экстреуаль не может дать пи максимума, ни ми- 
нимума. 

Когда функция А (л, у. 5’) умнпожастся на какой-нибудь множитель ©’ (х, у), 
то функция ДР (х, \; у’, р) умпожается на тот же множитель. Следовательно, если 
для нскоторой системы ланиых значении х, у, у’ фуикция Е меняет знак, то то 
же свойсаво сохранится и иосле умножения на ©, если только функция © в этой 


9 (^, д) 


точке не обращается в нуль. Если, например, ^-=° -, То единственные 
и у’2? 


Ех лу, р) = 


экстремали, которые могут удовлетворять условню Вейерштрасса, суть прямые, 
параллельные оси Ох или кривые. удовлетворяющие уравненню 9-0. В част- 
лом случае, когда ©(х, у) == х, а область Ж есть часть плоскости справа от оси 
Оу, очевидно, что имеграл / имеет вдоль всякого отрезка, параллельного Ох, 
значение большее, чем вдоль всякон прутой кривой класся (Г), имех щей те же 
концы. Это  единствезные экхтремали, которые могут уловлетворять условию 
Вейериитрасса, и, следовательно, елинствепиые, котопые дают экстремум. 

637. Теория Клебша. Метод Якоби был распространен Клебшем на случай 
любого числа неизвестных функций. Мы изложим вкратце ход рассуждений для 
случая п-=2, указывая каждый раз на те особенности, которые отличают этот 
случаи от случая уже рассмотроивого. 

Пусть будут у ==} (х), 2 =$(х) уравнения экстремали Г для опред: ленного 

и 


интеграла /==\ Р(х, у, 2, у’, 2) 4х; }(х) и $(5) — функции класса (1) в интер- 


Аа 
вале (Хь Х,). включающем иитервал (4%, х;). Пусть т (<), #(х), будут лве фуик- 
ции этого класса в том же интервале, обрашлющиеся в пуль при х=хь, 
Хх —х.. 
Если замепить под знаком интеграла функции у и 2 соответственно через 


Ао + (х), 2 а (а, 


8 637 П. ВТОРАЯ ВАРИАЦИЯ 2 
29 


то ] сделается функцией /] (1), первая вариация которой равна нулю лля всех 
возможных видов функций п и 6 рассматриваемого класса, между тем как вто- 
рая вариация имеет вил: 


м м 
7—2 \ @ (т, ©) ах=\ (Ат? -2Ви и -- С...) ах, (54) 
Жо № 


где @(ьбт’, 5) — квадратичная форма относительно т, 5, т’, &'’, коэфициенты ко- 
торой суть функции от х; они получатся из вторых производных функции ЕР 
заменой у, 2, у’,.2’ на Х(х), 9 (х), Ё’(®). 9’ (х). Обобщая прием Лежандра, мы мо- 
жем записать 8”7 бесчисленным множеством способов в виде; 

ы 


ва \ [бт в 6 т", ах, (55) 


№ 
прибавляя к С другую форму 
а 
р р: # У 
Е=чь (та -- 2те -Ё у:2), 


где \, р) у— произвольные функции класса (Т) в интервале (хо, х;). Мы поста- 
раемся определить эти функции ), ,у так, чтобы иовая квадратичиая форма 
@ - & обратилась в сумму квадратов двух линейных функций от т, бт’, ©, ум- 
ноженных на выражения, зависящие только от х. Предположим, что В2 — АС-Е0. 
Так как в © не входят члены, содержащие 12, 1’5’, 6”, то, заменяя буквы пи& 
буквами ми о соответственно, мы должны получить тождество вида: 


@ (п, о, и) ев и, 9) = 
=А (и — ри — 90-28 (и — ри 410) (6' — рай — 90) + 
-С(9' — ри — 90}, (55) 


гле ру, 4, р», 9 суть функции от х. Согласно общей теорин квадратичных форм, 
для того чтобы С -- 2 могла быть разложена так, как, это указано в формуле (56), 
необходнмо и достаточно, чтобы четыре соотношения 


9 Е о 
ди у д’ _ 
Ао 20-9 © 
ди’ ' 9 — 


выполнялись тождественно при замене и’и у' выражениями 
О 
и’ рии + ди» о’ = рый + Чао. (58) 


Если и и $ рассматривать как неизвестные функции, то можио также ска- 
зать, что уравнения (57) должны допускать все решения системы (58), и так как 
эти уравнения линейные, то необходимо и достаточно, чтобы они лопускали две 
системы частных интегралов, отличных от интегралов уравнений (58). 

Очевидно, можно заменить систему (57) эквивалентной ей системой 


ао 9-8 | 
9’ ' и о ‚ 
5 а 1/30 аб а 125 (57) 
ОНИ ОБЧОНИНИ ея 0, р. 2, — 0, 
9 ах (=) 9% ах („) 


ибо согласно самому определению вспомогательная форма 2 удовлетворяет двум 


УСЛОВИЯМ: 
а (5) о 84 (8) 0 
9и ах ’ до ах .) = | 
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Два последние уравнения новой системы (57') представляют два линейных 
уравиения второго порядка, которые получались бы также, если бы мы искали 
экстремали, бесконечно близкие к рассматриваемой экстремали. Положим, в са- 
мом леле, что функции у==У(х, 0, 2 = %(х, И представляют систему интегралов 
уравнений (9) 6 623, зависящую от произвольного параметра # и обращающуюся 
при #=0 соответственно в функции { (х) и $ (<); функции Х, (х, 0), 9, (х, 0) удо- 
влетворяют двум линейным уравнениям, которые получаются из уравнений (9) 
общим методом, указанным в $ 462. Выполнив все преобразования, мы непосред- 
ственно убедимся, что эти два уравнения в вариациях совпадают с двумя по- 
следними уравнениями (57°). 

Коэфициенты ри, 9, Рэ, 9а определяются таким образом из соотношений: 


и: = рии - и, о == рай. + 929, (59) 


' О 
Ио риа -- Ча» 90 == ра Е 920%, 


где (и, 9), (шо, 0.) представляет две системы частных интегралов уравнений 


в вариациях: 
904 (. —=о 364 (>) —0. (60) 
дд ах \9иг $0 ах \ди 


Выбрав таким образом ру, 91, рэ, 4» мы должны еще для определення коэфи- 
циентов \, ву формы = записать, что две системы решений (и.г4) и (1505) уло- 
влетворяют четырем соотношениям: 


94 95 _ М 94: 48 — 
ди дит ' до, 90 ' 

6 
96, 82 ( 94,9 0 (0 
зи Зи. ' 955 9% 


в которых С} и а; означают результат замены в формах С и & букв ино па 
и; и 9:. Кроме того, мы имесм четыре линейных уравнения для определения >», 
у и, следовательно, должно выполняться условие совместности. Это условие, 


кото да . 
рое легко получить, развернув -*, —^/,..., примет вид: 
94 99 
9 
о 20а 
ди 9% 9ио ди. 


Мы можем, таким образом, получить все тождества вида (56), взяв две си- 
стемы частных интегралов (щ, %,), (и 05} уравнений в варгациях (50), удов- 
летворяющих условию (62) и таких, чтобы 


О (х) = щу, — ии 


небыло тождественно равно нулю, и определив р., 9» Ро, 9 из соотноше- 
ний (59). 

Заниматься подсчетом ), в, у бесполезно, ибо в окончательном результате 
они исчезают. 

Две системы интегралов (м, 71), (из, 95), удовлетворяющие условню (62^, на- 
зываются союзными. Существует бесконечное множество союзных систем. В са- 
мом деле, из уравнений ‹60) мы получаем: 


и, и? 2 
ди. 4 ах ый 4) 32) х\ 1 
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и, следовательно, 


а. и Мей го ел 
ах | * ди, т ди, 


90 89 (34 д, 
р: о и -Но, -У. 
2 9 т“ 99 ти ви 1 92) 


Так как правая часть согласно свойствам квадратичных форм не изменяется от 
черемещения индексов | и 2, то мы имеем; 


а 39а, , 30 34. 9@ 
тире =0, 

ах ди до ди. 355 

откуда непосредственно получается первый интеграл системы (60). Таким обра- 
зом, чтобы получить две союзные снстемы, достаточно выбрать начальные значе- 
ния интегралов 14, 0 4, 0. и их первых производных так, чтобы соотноше- 
пие (62) выполнялось для некоторого частного зиачения х. Этому условию всего 
проще удовлетворить, если взять две различные системы интегралов (щ, 71), 
(но, 0), которые бы обращались в нуль при частном значении с переменного. 
Детерминант 


Ос (х) = и — изо 


не может обращаться тождественно в нуль, каковы бы ни были эти две снстемы, 
ибо вторая производная О, (х) при х==с равна 2 (и %— 9 из), и достаточно 
выбрать начальные значения производных для х-=с так, чтобы для этого значе- 
ния х разность и. — 5} и. была отлична от нуля. Пусть (и, т;), (из, 05) — две 
союзные системы этого рода, тогда другие союзные системы, образованные из 
интегралов, обращающихся при х==е в нуль, представляют линейные комбина- 
ции этих двух систем, а детерминант 0, (х} для всех этих систем один и тот 
же, с точностью до постоянного множителя. Отсюда следует, что корни уравне- 
ния О. (х)=0 определены, если задано число с, которое является двойным кор- 
нем этого уравнения. Когда с изменяется в интервале (Ху, Х,), корни уравнения 
ДР. (х) ==0, находящиеся в том же энтервале, также изменяются непрерывно. 

Если М есть точка экстремалн Г сабсциссой с, то точки той же экстремали, 
абсциссы которых равны другим корням уравнения О, (х) ==0, называются сопря- 
женными фокусами точки М. 

Геометрическая интерпретация аналогична той, которая была дана в 5 633. 
Пусть у==Х(х, ) №), 2==9(х, А, и) будут интегралы системы (9), которые при 
х —= спринимают значения { (с), $ (с), между тем как их производные имеют на- 
чальные значения {” (с) -Р), $’ (с) в. Эти функции непрерывны и допускают непре- 
рывные частные производные, когда х изменяется от Хои Х., коль скоро |А| и [в] 
остаются мепьше некоторой границы ($ 461). Предыдутние уравнения представляют 
пучок экстремалей, выхолящих из точки ЛМ кривой Г с абсциссою с. Эти экстре- 
мали образуют конгруэнцию, и каждая экстремаль касается фокальной поверх: 
ности этой коигруэнции (П, $ 436) в некотором числе точек, абсциссы которых 


‚ $) 


суть корни уравиения —0. В частности, экстремаль Г касается фокаль- 


ВА в) 
ной поверхности в точках, абсциссы которых даны уравнением: 
Д.00) Ф, (а, 0, 0) -- 1, (<, 0х, 0,0 =0. (33) 


Но , 
{2% 0, 0 Ф (>, 0, 0)} 


1 (к, 0, 0), в, (х, 0, 0) } 


представляют две системы решений уравнений в вариациях, которые при х=с 
обращаются в иуль. Таким образом уравнение (63) тождественно с уравнением 
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О. (х)-=0, и, следовательно, сопряженные фокусы точки М представляют со- 
бой точки касания экстремали Г с фокальною поверхностью конгруэнции, 
образованной экстремалями, выходящими из точки М, 

Принимая во внимание все эти предварительные замечания, можно обобщить 
условия Лежандра и Якоби следующим образом. 

Для то?о чтобы вторая вариация $ была положительна для всех воз- 
можных видов функций т (х), © (х), необходимо и достаточно, чтобы квадра- 
тичная форма А2--282Ё-- С? была определенная и положительная для 
всякого значения х, заключенного между хуи х,, и чтобы все сопряженные, 
фокусы точки А находились вне интервала (хе, х\). 

Легко видеть, что эти условия достаточны. В самом деле, допустим, что 
уравнение Р‚,(х)==0 не имеет ни одного корня > хо и == х.. Всегда можно 
указать достаточно малое положительное число # такое, что уравнение 2‚,_ и (х) =0 
не имеет ни одного корня >> ю—Й и = хь Можно также предположить, что 
№0—й > Хе. Пусть (и, 01), (ио, 05) — две союзные системы решений уравнений 
в вариациях, образованные интегралами, которые все равны нулю при х = ль — #й. 
Детерминант #10. — их. не обращается в нуль в интервале (хо, х!) (включая 
концы), и коэфициенты ра, 41, ро, 4» полученные из соотношений (59), непре- 
рывны в этом интервале. Тогда формула (55) дает нам выражение для 82/ в виде 
интеграла, элементом которого является форма, определенная и положительная 
во всем интервале интегрирования. Таким образом 8/ >> 0. Для того чтобы было 
82/0, нужно взять в качестве щи & систему решений уравнений (58), обра- 
щающихся в нуль на концах хо и х,. В рассматриваемых предположениях един- 
ственной системой, удовлетворяющей этим условиям, будет т=&=0*. 

Предылущие условия являются необходимыми. Докажем, например, что А 
ве может быть отрицательным ни для одной точки интервала (хе, х1). В самом 
деле, положим, что А (5) < 0, где с заключено между ху и х!. Тогда можно ука- 
зать интервал (1, ®), содержащий с и настолько малый, чтобы во всем этом 
интервале было 2 (х) < 0, и чтобы существовали две союзные системы (и, 5’), 
(и, 9э) интегралов уравнений (60) такие, для которых и.о. — из; во всем этом 
иптервале не обращается в нуль. Коэфициенты ру, 41, р», 9з будут тогда в этом 
интервале непрерывны, и в качестве фуикций т и & достаточно будет взять функ- 
ции класса (Т) между хо и х, обращающиеся в нуль вне интервала (30, 4) и 
удовлетворяющие соотношению © — рп— 4.6 =0. Ясно, что мы булем иметь 
62] =0. Можно было бы также доказать, что не может быть С<0 или 
АС — В: < 0 ни в одной точке интервала (хо, хо). Так как согласно предположе- 
нию 29 — АС не образцается в нуль между Хо и Хь то мы должны иметь во 
всем интервале (хо, х!): А>0, С>0, АС В? > 0. 

Необходимость условия Якоби доказывается точно так же, если показать, 
что если между Аи В находится фокус, сопряженный с А, то можно найти ли- 
нию класса (]), солержащую эти две точки и даюшую интегралу / значение, 
меньшее, чем дает Г (см. Надата!А, стр. 355 и след.). 

Этих условий еще недостаточно для экстремума. В самом деле, рассуждения 
$ 636 могут быть воспроизведены лословно. Сравнивая значение интеграла, взя- 
того вдоль дуги экстремали АС, взятой на кривой Г, со значением интеграла /, 
взятого вдоль бесконечно близкого пути, пересекающего дугу АС под постоян- 
ным углом, отличным от н)ля, мы получим новое необходимое условие для 
минимума. Функция 


Е (ху 2 у, и, 9) = 
=Р (м аи, т) — (уу, 1) -(и-У)Ри- (0—2) Еы (6) 


не может принимать отрицательных значений вдоль Г для конечных 
значений и и также ч. 


* Из этих соображений вытекает вообще, что 62/>0, если выполняются 
условия Лежандра, и если существуют две союзные системы интегралов уравне- 
вий (60) такие, что разность #19. — изу, не обращается в нуль ни внутри интер- 
вала (хо, д.) Ни на его концах. 
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Ш. ПОЛЕ ЭКСТРЕМАЛЕЙ. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ 


Установим теперь систему достаточных условий для минимума. Эти 
условия основаны на рассмотрении моля экстремалей (Вейерштрасс) 
или специальных пучков (Адамар). 

638. Определение поля экстремальных кривых. Мы будем для крат- 
кости обозначать всякую экстремальную кривую через @ и будем гово- 
рить, что всякая система кривых С, зависящая от произвольного пара- 
метра, составляет пучок. Всякая связная и конечная часть плоскости ®, 
находящаяся в области \, образует поле экстремальных кривых, или 
просто поле, если существует такой пучок экстремальных кривых, что 
через каждую точку > проходит одна и только одна кривая пучка, 
причем угловой коэфициент и(х, У) касательной в точке (х, у) к кри- 
вой С пучка, проходящей через эту точку, представляет непрерывную 


ы Ы 
функцию, допускающую непрерывные частные производные и, и и, 


в области $. Кривые пучка представляют тогда интегральные кривые 
диференциального уравнения первого порядка у==и(х, у). Из этого 
уравнения получаем: 

о и, 9, а 


2дта? зе (, 5). 

Введя эти значения у’и у’ в уравнение Эйлера, мы получим соот- 
ношение: 
42Р и 9- ЭР 
дуди Г охду ду 


УЕ [36 |3 
(= ы —=0; (65) 


ия ыы) 


при этом у’в функции Р(х, у, У') заменен через и. Это условие должно 
выполняться для координат любой точки поля %. Функция и(х, у) 
должна, следовательно, быть иптегралом уравнения в частных производ- 
ных (65), непрерывным вместе со своими частными производными в ®. 
Обратно, если уравнение (65) допускает интеграл, непрерывный вместе 
со своимн частными производными первого порядка и’ и и, в обла- 


сти %, то эта область представляет поле, ибо диференциальное уравне- 
ние у’==и(х, у) определяет такой пучок экстремальных кривых, что 
через каждую точку области ® проходит одна и только одна из этих 
кривых. 

Пусть ®, — дуга экстремальной кривой, соединяющая точку А (х› Уз) 
с точкою В (х., у,) и изображаемая уравнением у=}(х), причем функ- 
ция /(х) принадлежит к классу (1) в интерзале (х, х.). Рассмотрим, 
как выше, область \\,, заключенную между двумя прямыми Х=Х,, 
х==^х; и двумя кривыми /, =7(х) в, /, =/(х) —е. Мы будем гово- 
рить, что дуга @, принадлежит полю, если можно указать достаточно 
малое число е, для которого область \, была бы полем, причем одною 
из экстремалей пучка Сыла бы сама кривая @®,. Для того чтобы это 
имело место, необходимо и достаточно, чтобы линейное уравнение (65) 
допускало интеграл, непрерывный вместе со своими частными производ 
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ными первого порядка в 4, и обращающийся в Л (х), если заменить у 
через /(х)*. 

Всякая дуга экстремали, на которой выполняются условия Ле- 
жандра и Якоби в интервале (хх:}, принадлежит некоторому 
полю. В самом деле, мы видели, изучая геометрическое значение усло- 
вия Якоби (5 633), что в этом случае уравнение Эйлера имеет бесчис- 
ленное количество интегралов $ф(х.*), зависящих от произвольного 
параметра , обращающихся при \ =0 в /(х) и удовлетворяющих сле- 
дующим условиям: 

. 1. 9(х, Х) непрерывна и допускает непрерывные частные произвол- 
ные первого и второго порядка, когда х изменяется от м) дол, а }. 
от —А до А, где А — некоторое положительное число. 

2. Производная $, (х, 0) отлична от нуля при хх <= х=<х,. Пока- 


жем, что эта функиня Ф(х, Х) определяет поле, которому принадлежиг 
экстремальная кривая АВ. 
В самом деле, так как $ (х, 0) не обращается в нуль при измене- 


нии х от х, до х, а производная Ф. (х, }) есть непрерывная функция 


двух переменных хи }, то можно указать такое положительное число р, 
что 9'(х, #) не обращается в нуль в целой области А, определенной 
неравенствами ххх, — о А =р. Когда х изменяется от Хх, 
до х,, ах от —р до р, точка т с координатами [х, у==о(х, 1] 
описывает некоторую область \', заключаюшую @ и ограниченную 
прямыми х==хХ,, Хх==х, и двумя кривыми у=Ф(х, — 0), узо (х, р). 
Мы покажем, что через каждую точку этой области \' проходит одна 
н только одна кривая рассматриваемого семейства. В самом леле, ноло- 
жим для определенности, что 4, (х, *) > 0 в области ЭЁ. Если перемен- 
ному х дать определенное значение х., заключенное между ж и х;, то 
прн изменении Хот — р до р функция © (х,, ^} возрастает от ® (х,,— 2) 
до %(х., В), и точка с координатами [х.,,9(х,,\)] описывает 
отрезок прямой Р.Р,, параллельной Оу. Таким образом каждому зна- 
чению х,, заключенному между ху и х., соответствует отрезок прямой 
Р,Р,, и когда х, возрастает от ху до х!, отрезок Р.Р, описывает не- 
которую область плоскости, которая и есть область \. Таким образом 
из самого способа построения мы видим, что каждой точке (х, у) об- 
ласти }\' соответствует определенное значение *Х, заключенное между 
— ри --р. Пусть \==Ф(х, у) будет этот корень. Так как производная 
Ф‚ (х, №) не равна нулю для значения \ =Ф(х, у), то из общей теорни 


* Эта задача неопределенная, ибо уравнения у=}(х) и и-=}(х) представ- 
ляют, как в э1ом иетрудно убедиться, характеристику линейного уравнения (65). 
Пусть (х» у2) — координаты точки на дуге ©. Если К — функция аналитическая 
относительно х, у, у’, как это обычно имеет место, то функция }(х) есть также 
аналитическая функция, и линейное уравнение (65) допускает бесчисленное мно- 
жество интегралов, голоморфных в области, содержащей точку (х., уз) и рав- 
ных [’(х) при у-==Е(х). Для того чтобы эта область была полем, необходимо 
еще, чтобы один из этих интегралов был правильным во всей области %\.. Ме- 
тоды исчисления прелелов Коши позволяют доказать, что ссли выполияются 
условия Лежандра и Якобн, то таких интегралов существует бесчисленное мно- 
жество (см. Апа{йез 4е Тошоизе, 2-я серия, т. УШ, стр. 458). 
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неявных функций (т. 1, $ 86) и из предположений, которые были сделаны 
о функции ®(х, №), следует, что эта функция Ф(х, у) непрерывна и 
допускает непрерывные частные производные в области У’. С другой 
стороны, угловой коэфициент и(х, у) касательной к кривой рассматри- 
ваемого пучка, которая проходит через точку (х, у) области \", равен 
9 (х, ) =, [х, Ф(х, У)]. Так как производные второго порядка от © 
непрерывны, а функция Ф допускает производные первого порядка, 
которые также непрерывны, то отсюда следует, что функция и(х, у) 
также допускает частные производные и’ и и, непрерывные в Э'. Сле- 


довательно, область У) есть поле. 
Пусть тенерь е будет нижняя граница двух функций 


ф (м, 2) —ф(х, 0), Ф (>, 0) — © (х, — 2) 


при изменении х от х, до х,. Это число # положительно, ибо две пре- 
дыдущие функции непрерывны и в интервале (х., х,) не могут обра- 
титься в нуль. Следовательно, область , определенная неравенствами 
ххх, /(х) — == уж /(х) в, целиком заключена в области 5", 
т. е. Ж, есть поле, окружающее дугу ©.. 


Обратно, существование поля, окружающего ®» влечет за собой условие 
Якоби. В самом деле, пусть и(х, у) интеграл уравнения (65), непрерывный в этом 
' т 


поле так же, как его производные и, и, и такой, что 
(и [х, №(«]]. 


Интеграл у=з(х, Х) диференциального уравнения у’=и(х. у), который при 
х==хо принимает значение у, +» представляет для значений х от ху до хм, не- 
прерывную функцию переменных хи Х и допускает в этом интервале непрерыв- 
ныс производные, коль скоро |»| остается меньше положительного числа &. 


- 


1 
Функция &=-9, (х, 0), которая при х=х. принимает значение Ё=1, есть ре- 


шение уравиения в вариациях Га) =и, [14] (<). Эта функция &(х) в ин- 
тервале (ху, х,) че обращается в нуль, и ясно, что она также являстся решением 
уравнения в варвациях (43,;, так как $(х, №) есть интеграл уравнения Эйлера. 

Но следует заметить, что дуга 6% может нринаглежать полю, а условие Ле- 
жаидра не быть выполненным. Положим, нанример, что Р== ху". Прямые, парал: 
лельные оси х, в самом деле образуют пучок экстремалей, между тем условие» 
Лежандра на отрезке (—1, 1) оси х не выполняется. 


Для образования поля можно взять, например, пучок экстремалей, 
соседних с 6% и выходящих из точки А с абсциссою Х., расположен- 
ной на продолжении экстремали слева от А и настолько близкой к А, 
что первый фокус, сопряженный с А находится справа от В. Если 
у=%(х, \) представляет уравнение пучка, то, как мы видели (5 633), 
функция 2(х, ®) удовлетворяет прелыдущим условиям. Иногда берут 
также особый пучок, состоящий из экстремалей, соседних с @) и выхо- 
дящих из самой точки А, но тогда через эту точку А проходит 
бесчисленное множество экстремалей, а это вводит ограничения в неко- 
торые из наших положений, 

В примерах, изложенных выше ($ 634), мы легко найдем поле экстремалей, 


которому принадлежит дуа АВ. Предполагая, что условие Якоби выполнено, по- 
ложим, что О есть тпчка оси х, через которую иельзя провести ни одной каса- 
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тельной к дуге АВ. Тогда можно на продолжении экстремали найти такие две 
точки А’ и В’, соответственно слева от А и справа от В, что всякая полупрямая 


! о 
ОГ, расположенная внутри угла А’ В’, встречает лугу А’В’ в одной и только 
в одной точке. Дуги, гомотетичные с А'В’ относительно точки О, очевидно, 
составляют поле экстремалей, окружающих дугу АВ. 


639. Теорема Вейерштрасса. Если предположить, что условия Ле- 
жандра и Якоби выполняются на дуге экстремали @,, то область \, 
есть поле, окружающее дугу ©%, если только положительное число в 
взято достаточно малым. Всякая кривая Г класса (Г, расположенная 
в поле 91, и соединяющая две точки А и В, изображается уравнением: 


у==Л(х) + © (<), 


где функция ® (х) принадлежит к классу (1 в интервале (х х,) и 
удовлетворяет условиям: 


(хо) =0, ®(5х1)==0, |6(х)|<е 
для лох м. 


Для того чтобы экстремаль о давала минимум, интеграл Ле дол- 
жен быть меньше, чем интеграл /г, какова бы ни была форма этой 
кривой Г, лишь бы только она удовлетворяла поставленным условиям. 
Как это легко усмотреть, трудность задачи заключается в том, что 
приходится сравнивать значения двух определепных интегралов, взятых 
по двум различным путям. Вейерштрассу удалось выразить разность 
между этими двумя интегралами при помощи одного определенного 
интеграла, взятого вдоль пути Г. Мы сперва приведем очень простой 
метод Гильберта, приволящий к формуле Вейерштрасса *. Он основан 
на следующей лемме: 

Пусть Ф — поле экстремалей. Если и(х, у) есть функция, соот- 
ветствующая этому полю ($ 638), то криволинейный интеграл 

- 
1= \[Е(х, у, и) —иР,(х, у, и] ах --Р, (х, у, и) ау, (66) 
взятый вдоль произвольной замкнутой кривой, расположенной в поле, 
равен нулю, 

В самом деле, условие, при котором этот интеграл равен нулю, вы- 

ражается следующим соотношением: 


Е р 927 188 2Р__ 322 +- УР 9 
ду дуди ду 942 дхди "| 942 9х’ 


которое тождественно с уравнением (65), которому удовлетворяет функ- 
ция и (х, у). *° 

Применим формулу Гильберта к замкнутому контуру, составленному 
из дуги экстремали @, и из кривой Г, причем под и(х, у) будем 


* В. Ермаков (/ошгна! 4ез МайвтаНаиез, 6-я серия, т. 1, 1905) утвер- 
эждает, что этот метод применялся также Вейерштрассом в его лекциях. 
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понимать функцию, соответствующую полю %\,. Вдоль дуги @, имеем: 
и [х, 1 (х)] = (х}, и, следовательно, эта формула нам дает: 


еб ууах [Ев у, Чо" — и) Р,(х, у, вах, 


о т 
причем оба интеграла взяты в должном направлении — в направлении 
возрастания Хх от №5 до Хх . Отсюда получаем: 


л— У = (х, У У У) — Е(х, У, и) — (у — и) Е, (х, У, и)] ах, 
т 
или согласно определению функции Е (5 636): 
П— м = Ех, у; и, у’) ах. (67) 


1 


Это и есть формула Вейерштрасса, которую мы хотели получить. 
В этой формуле у’ означает угловой коэффициент касательной к Г, а 
функция п(х, У) — угловой коэфициент касательной к кривой © поля, 
которая проходит через точку {х, у). 

610. Достаточные условия. Если функция Е(х, у; и, р) трех неза- 
висимых переменных х, у, р сохраняет постоянный знак для координат 
любой точки области №, и для всякого конечного зналения р, то это 
обеспечивает знак разности Л’ — Ла; под и в функции Е при этом мы 
понимаем функцию #(х, у}, соответствующую рассмотриваемому полю. 
В часгности, если функция Е в этой области все время положительна, 
то г > Л, И мы можем утверждать следующее: эхстремаль ая кри- 
вая у дагт минимум интегралу У, если функция Е(х, у; и, р) 
положительна дая любой точки (х, у} области \, и при всяком ко- 
нечнои значении р. 

Чтобы узнать, выполняется ли это условие, необходимо сначала 
найти функцию а (х, у), которая соответствует какому-нибуль частному 
полю экстремалей, солержащему ©. зто условие можно заменить дру- 
гим, менее общим, но более удобным для применения, ибо оно не тре- 
бует вычисления функции #(х, у), В самом деле, по формуле Тейлора 
имезм: 


Ведро ри 


Ан [У и-- 0 (р— и) (р — и)? 0 (х, у; р), (68) 


и функция ‚Е (х, У; и, р} будет наверно положительной, если вторая про- 
изводвая Е” в, У, р} положительна для любой точки (х, у) области У 
и для якого конечного значения р. Отсюда легко получить систему 
достаточных условий для того, чтобы экстремальная кривая @}, давала 
минимум интегралу У. 

Пусть С есть некоторая замкнутая кривая, внутри которой нахо- 
дится @, и которая не имеег с © ни олной общей точ. и. Часть гл ›с- 
кости, ограннаен ая контуром С, составляет окресгиость дуги (©, 
ясно, что если выбрать = достаточно малым, то область \, вся булет 
находилься внутри нее. И если какое-нибуль условие выполняется для 
области внутри С, то оно подавно будет иметь место для области Э{,. 


17 в. гурса, т. И ч. 2, 
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Приняв это во внимание, мы можем сказать, что кривая 6% доставляет 
иятегралу Л минимум, если вторая произ ‘одная я (х, у, р) положи- 


тельча в некоторой окрестности дуги @, для всякого конечного зна- 
чения р и еси Хх, <х. 


В самом деле, функция Рун [х, Г (х), Л (х)] = А (х) положительна при 


изменении х отх, 10 х,. Усповие Лежандра, следовательно, выполнено. 
Условне Якоби также выполнено по н;едположению, и согласно фор- 
муле (68) можно найти поле \\, ‚ окружающее @,, где функпия Е поло- 
жительна для всякого конечного значения р, Таким образом всегда бу- 
дет Л\ < . 

Заметим, что предылуцие условия не прелставляюг системы необхо- 
димых условий. В самом деле, может случиться, что функция С (х, у; р} 
будет положительна во всяком поле \, для всякого конечного значе- 
ния р, тогда как это не имеет места для функции Риз (Х, у, р) ($ 641). 


Примечания. Пусть © — любая экстремаль выбраиюго нами пучка; 
и(х, '— углов. Й коэфициент касательной к этой экстремали в точке (х, у) поля. 
Если функция Е(:. у; и, р) положительна во всем поле при всяком конечном 
значении р, То необходимое условие минимума, ука,анное в $635, выподи; ется 
также для э<‹стремали ©. Мы получим, таким образом, достат чное хсловне 
Вейериирасса, если выразим, чт0 Я2.бходимое условие выполняется для всех 
экстрем. лей рассматрив‹емо!о пучка в иоле. Усно, что это несбходимое условие 
может быть выполнено на экстремали © и не выполняться на бесконечно близ- 
ких экстремалях. Из этого замечания мы также заключаем, чт › всякая дуга э стре- 
мали ©) данного пучка, расн ложенная внутри Поля, также дает миинмум инте- 
гралу, ибо лостаточное условие Венеритрасса выпслняется также для этой дуги 
экстремали, ко'орая принадлежит т. му же нучку, что и ©. 

Ясн ›, Что Достаточное условне Бейерштрасса влечет за собой условие Ле- 
жандра по крайней мере в широком смысле 5 636). Так как, с лругой стороны, 
существование поля прелпола‹ ает условие Якоби (5 633, то мижно сказать, что 
дуги экстремаля 6% дает ипнимум. если этл дуга принадагжит полю, в ко- 
тором выполняются достаточные условия Вейеритрасса. Если функния Р не 
содержит у, то два условия Веисриит ›асса (не бе. димое условие и дослаточ- 
ное услови ) сводятся к одному. В самом лоле, можно в качестве и (х, у) взять 
значение /”(х) в точке дуги 6}5 а эт, рав осильно вв: дению спец: ального пучка, 
состоящег › из экстремалей, которые получаются из Фо перенесением, параллель- 
ным си Оу. 

ПРИМЕры. 1. В примере Бэльца ($ 636), где 


Ву (а 46уу' | 26ху*), 


можно взять и ==0. Специальный пучок состоит из прямых, параллельных Ох, и 
функция Е(х, узи р) равпа р?(а- 4вур + 6хр”). На дуге экстремали, состоя- 
щей из отрезка (0,1) оси Ох, имеем Е>Ч, но это неверно для бесконечно 


В & 
близких экстремалей пучка. В самом деле, если взять УЕ, р= 7”, где х 
х 

в? 


имеет положительное значение, меньшее единицы и числа 2а 


‚ то функция Е 
огрицательна. 
2. Рассмотрим еще Р==а(х, у) Ут -- у». Здесь 
3 


Рау”) 2, 


и эта производная имеет знак функции &(‹х. у). Если выполияются условия Ле 
жандра и Якоби, то 2(х, у) положизельна вдоль всей дуги @%. Имеем, следова- 
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тельно, также 2(х, у) > 0 в области, окружающей ©}, а следовательно, Е" ‘уз по- 
ложительна во всей эгой области для всякого колечного значения у’. Таким 
образом крявая бо дает интегралу минимум, Эгот вывод применим в частности 
к примерам $ 622. 

641. Сильный минимум и слабый мннимум. Если в какой-нибудь 
точке кривой Г с абсциссою х значение у’ очень мало от ичается от 
значения /'(х), то, так каки н(х, у) мало отличается от /'(х), можно 
сказать, что разность и {у — и) —/'(х) также очень мала, а сле- 
довательно, согласно формуле (68:. функция ЕЁ (х, узи, \') имеет тот же 
знак, что и Рун [х, 1х), Л (х)]. Это замечание ес'ественно приводит 
к введению нового понягия. 

Пусть вообще ®(х, а) есть непрерывная функния в интервале (ху, х,), 
имеющая в эгом ичтервале непрерыьную производную первого порядка 
®', (х, а), обращлющаяся в нуль при х==х, и при х==ж, для любого 
значения @, а при а@==0 обр.шающеяся тождественно в нуль. 

Мы будем го орить, что ®(х, 1) есть слибая вариация, если вся- 
кому положительному числу & можно поставить в соответствие другое 
положительное число 6 такое, что для ху = хх, имеют место нера- 


венства: 
[о (х, а) | в, |%’(х,0)| <» (69) 


если только значение |а@! меньше 8. В противоположность этому, гово- 
рят, что функция ®(х, а) есть сильная вариация, если выпочняется 
только первое условие, т. е. если всякому положительному числу ё 
можно поставить в соответствие другое п‹ ложительное число 8, так 
что для Хо, == хх, выполняется неравенство 


| (х, 4) [< г, 
, | 
коль скоро |2|< 8, между тем как значение |" (х, а)| при приближе- 
нии & к нулю не подчинено никакому условию. 

Рассмо'ренные выше вариации, которые имеют форму ат (х), суть 
слабые взриании, какова бы ни бы'а функция 1 (х); в самом деле, до- 
статочно, чтобы б ло М|]а|< в, где М означает наибольшее значение 
[#(®)Г и |1’(>*)| в интерзале (хо, х)), и оба неравенства (69) будут 
выполнены. 

Напротив того, вариация 


в (х, а) = ат И, 


где п > 1, есть сильная вариация, ибо 


1 Л т 
©, (х, а) — длг с03 С 22 х) (2х —х,—х), 


и всегда можно указать зчачеия @, по абсолютной величиче меньшие 
любого положательного числа р, для которых |’, (‹, а) | больше любого 


наперед данного числа. 
17* 
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Это различие легко усматривается на самих кр. вых. В самом деле, 
рассмотрим две кривые @® и Г, изображенные двумя уравнениями: 


Уу=/(х), (С) 
у=/(х) + ®(х, а), (Г) 


и поставим в соответствие друг другу точки этих двух кривых, имею- 
щие одну и ту же абсциссу. Расстояние между д умя соответствующими 
точками двух кривых меньше =, коль скоро [а|< в, независимо от того, 
будет ли вариация слабая или сильная. Но если вариация в (х, а) сла- 
бая, то не только две соответствующие точки на двух кривых беско- 
нечно бтизки, но и угол между касательными к этим кривым в этих 
точках беск нечно мат. Это не имеет места, если васиация ® (х, 4) 
сильная; в этом случае угол между касательнычи к двум кривым в со- 
ответствующих точках, вообще говоря, не стремится к нулю, как в этом 
можно убедиться на предыдущем примере. 
Аналогичное различие можно слелать для минимума. Мы будем го- 
ворить, что экстр:мальная кривая ©, дает слабый минимум интегралу Л, 
еси существует положительное число & такое, что интеграл 
м 
| Е[х, (7 ах 
№ 

меньше, чем интеграл 


№ 


Е) Но (<), Л (%) 9’ (ах 


ху 

№ 
для всех созможных видов функций в (х) класса (1), удовлетворяющих 
‘условиям: 


в (хо) =0, © (х,) =0, [0(х)|<в, [0(х)| < 


для хх = х,. 

В противоположность этому, говорят, что экстремальная кривая 
у=(х) дает сильчый минимум, если она удовлегворяет условиям, при- 
веденным в начале этой главы ($ 620). Огсюда легко объяснить, почему 
условия Лежандра и Якоби недостаточны для сильного минимума, ибо 
эти условия получаются при рассмотрении только слабых варнаций. На. 
обо.сот, условие Вейерштрасса ($ 636) было получено при рассмотрении 
сильной вариации. 

ТЕОРЕМА. Дуга экстремали ©, для которой выпоаняются усло- 
вия Лежандра и Якоби, дает по крайней мере слабый минимум 
интегралу ФУ. 

В самом деле, по предположению, функция 


ЮР [х, Л(х, Л (9 


имеет положительное значение, когда х возрастает от х, до х,;. Так как 
функция Рив (х. У, У!) непрерывна, то можно указать такое положитель- 
ное число 6, что 


Ру» [х, Л(х) | ®, 1-0 для х=х=х,, 
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если только |й| и || не превосходят 6. Пусть Гри соселняя 
с би изображаемая уравнением у==/(х)--©(‹). Заменяя в фор- 


муле (68) р на у, мы в ней должны взять 
и--0( Ут И (*) Но (х)] + 
В {л' (%) и (4) — ш[х 1х) +о(х)]}, 
или, заметив, что и а - ==Й (‹) и обозначая через @ число, за лючен- 
ное между нулем и единицей, это выражение можно записать еще так: 


Л (®) 9! (х) 5 (1—0) {и [х, 1х) Но (хуи [х, Л )]} = 
==/' (х) —- би" (х) -Е (1—6) в (х) Ч, [х, Л(х) о (х)]. 
Пусть и-— верхняя граница для |и,| в некоторой окрестности ©," 


Возьчем положительное число & такое, чтобы было #(1-- и) 8; если 
для значений х между ху и х; значения |ш(х)| и |®'(х)| меньше з, то 


! 
[У— 1 (х) [< 8, [ии и) —Л (2) |< 8 
вдоль всей кривой Г, и, следовательно, функция 
Е (\, У;У, и) 
положнтельна вдоль всей этой кривой. Следовательно, разность Уе — /&, 
согласно формуле (67) положительна. 

Предположение, призеденное в конце предыдущего параграфа, мо- 
жет быть также формулировано следующим образом: 

ТЕОРЕМА. Дуга экстремали ©), для которой выполняются усло- 
вия Лежандра и Якоби, дает сильный минимум интегралу У, если 
вторая производная Бу» (х, у, р} остается положительной дли вся- 
кого конечного значения р в некоторой области, окружающей ®у. 

ПримеЕРЫ. 1. Пусть Р = у”? (у’— 1}. Имеем: 


к, 

ди" би У (у — 1 (2—1), 
у 12-2 (и) — и), 
ду? 


т, а п — между и 1. Экстремальными кри- 
выми служат прямые линии, и каждая прямая с угловым коэфициентом т при- 
н: длежит п 'лю, оставлено из параллельных прямых. соответствующее зна- 
чение функции и (х, у) ссть и (х. у) =: т. 

Если заданы две точки Аи В в плоскости ху, то прямая АВ есть единст- 
венная экстремальная крива», соединяющая эти дае течки. Эта кривая ьсегда 
удовлетворяет условию Якоби. а условие Лежанлра выполняется только в том 
случае, если угловой коэф ициент т прямой АВ меньше т’ ил: больше т” 

Пусть }. — область, опредслеш: ая, как выше было указ. но, лля экстремаль- 
иой кривой АВ; эта область представл»ет поле, в котором и (х, у) = т. Функ- 
ция 2 (х, у; т, р) В:йершарасса имеет значение: 


Е(х, у; т, р) = (р— т)? [р? + 2р(т— т — 1 (Зт - 1] = 
=(р- т {рт — 1 2т(т- 1]. 
Эта функция положительна для всякого конечного значения р, если т отрица- 


тельио или больше единицы, и только в этих двух случаях, Мы приходим, та- 
ким образом, к следующим результагам: 


где п’ заключается между Ои 
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1) Если т<0 или т_> 1, то прямая АВ дает сильный минимум интегралу 
р 
= (у’— 1)’ ах. То же будет, если т = 0 или т==1, ибо вэтих двух случаях 
% 
значение интеграла / влоль прямой АВ равно нулю, между тем как хля всякой 
другой кривой класса (1), соединяющей точ и А и В, это значение положительно. 
2) Ели < т< ит или т" < т < 1, то прямая АВ дает интегралу / слабый 
минимум. 
3) Наконец, если т’ = тэ т”, прямая АВ не дает ни сильного, ни слабого 
минимума, ибо услозие Л жандра не выпол яется. 
Этот пример, принадлежащий ‘акже Больца, приволит к однсму иитерес- 
ному замечанию: мы видич, что функция Е (х. у; т, р) остается положительной 
для всякого конечного значения у’, когга т отрицательно или бол. ше единицы, 


” 
хотя вторая производная Руи= 12 (у — 1) (у — т”) не остается положительною 


" 


#! 
для всякого конечного значения у’. Слеловательно, условье Рун >0 не есть не- 
обходимое условие для того, чтобы имел место сильный милимум (6 650). 
х - 

2. Пусть Р= У. Выше мы ви:ели, что условие Вейерштрасса выпол- 
няется только для прумых, параллельных оси х. Следовательно, всякая другая 
экстремаль не может дава.ь сильного ми'имума. Так как условие Якоби всегда 
выполняется, ибо ц =! есть решезие уравнения в вариациях ($ 634, сноска}, то 
мы булем иметь слабый экстремум, есла выполняется условие Лежаидра, т. е. 
если (Зу’? — 1) х сохраняет вдоль рассматриваемой экстремали постоянный злак. 


642. Интерпретация метода Веёерштрасса. Каждому решению и (х, у) 
уравнени' (65) соответствует функция 9 (х, у}, уловлетворяющая двум 
соотношениям: 

99 ра ! 39 ' 

д =Р (х, у, и) — иЁ, (х, у, и), уу — Га (%, 5, и; (70) 
Вейерштрасс представил свой метод в несколько иной форме, из кото- 
рой делается очевидным значение этой функции @(х, у). Уравнение 
9 (<, у) =с представляет общий интеграл диференциального уравнения 


[2 (х, У, и) —и Е, (х, у, И] ах Е Е, (х, у, и) 4у=0, (71) 


которое как раз определяет трансверсальные кривые ($ 626) рассма- 
три ‘аем эго пучка экстречалей, для которого у’ = и(х, у). 

Пусть { — трачсверсаль, когорая проходит через точку Е, взятую 
на дуге АВ или на ее продолжении. Возьмем на этой трансверсали 
дугу ОР, концы когорой рас 'оложены по разные стороны точки Е, на- 
столько малую, что Р(х, у, и) вдоль ОГ не сбращается в нуль, и что 
экстремали, которые пересекают трансверсально ОР, находятся в поле*. 
В таком случае мы можем ограничить поле двумя эвстремалями © и 6), 


* Мы не рассматоиваем исключительного случая, когда функция Р(х, у. и) 
равна нулю влоль всей кривой ©, В этом случае трансверсаль, выхолящая из 
точки Е. совпадает с ©). этот случай всегда можно исключить из рассмоигения, 
ибо можно, не меняя содержания задачи (у 621), прибавить к функции ЕР л.обое 

и до 
выражение вида у РУ, У’ и так распорядиться функцией 9, чтобы этот осо- 
х оду 
бый случай пе имел места. Можно лаже подобрать функцию 9’ так, чтобы транс- 
версалью была произвольная кривая, например, прямая х == хе. 
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выходящими из точек Ди РЁ, и двумя отрезками прямых х==х,, хх 
(черт. 104). Через каж ую точку М поля проходит эк.тремаль @ пучка, 
которая пересекает трансверсально у в оп; еделенной точье 11 дуги ОР. 
Может, в частности, случиться, что крив-я |} выр‹ ждается в точку З{, 
лежащую на продолжении АВ; тогда пучок состоит из экст| емалей, 
выходяших из этой точки. Принимая это во внимание, положим, чго 
И (х, у) есть опрелеленный интеграл \ 2 (х, у, у') 4х вдоль дуги тМ 
экстремали 6, проходящей через точку М, взятый начиная от точки т, 
в которой экстремаль пе- 
ресекает у трансверсаль- 
но. О(х, у} есть функ- 
ция, определенная в каж- 
дЙ точке поля, и с0- 
гласно общей формуле 
(18'), которая дает первую 
вариацию ($ 625), ее пол- 
ный диференниал 4И тож- 
дествен с 409. Так как 
функция @(х, у) опреде- 
лена только с точностью 
до постоянной, то мы мо- Черт. 104. 
жем взять 9 = (х, у). 

Пусть Г— любая кривая класса (Т), находящаяся в поле и сосли- 
няющая две точки А и В. Имеем последовагельность очевидаяых ра- 
венств: 


Л.Р (ху ах— | 40 == {Р(х, у, у) ах — 48}, 


. ГР 
г 5 г 


и, заменяя 49 его значением, мы приходим снова к формуле Вейер- 
штрасса. Рассуждения эти не очень существенно отличаются от преды- 
дущих, но здесь ясно видна роль вспомогательной функции © (х, у), 
которая поягляегся при преобразовании разности Уг — Уд. 


Зная систему решений двух уравнений (70), можно представить функцию 
Е(х, ›, у') в виде: 


9 №, , 
Е (оу, Рау ++ С (ву, у), (72) 


о! 
где функция С (х, у, у’) и ее производная С обращаются в нуль при замече у 


на и(х, у). Обратно, если можно каким-нибуль способом прелставить фуикцию А 
в виде (7) где 9 зависит только от х и от у, а функция С(хиу) и ее про- 
изводиая о, (х, у, у’) обрашаются в нуль при у'’=и(х, У), то интегральные крн- 
вые уравнения у’=и(х,}) образуют пучок экстремалей, и кривые © (ху) =с 
представляют тра кверсали этого пучка. В самом деле, если пропиференцировать 
обе части тождества (72) но У’ и затем в ‹боих соотношениях заме ‘ить у’ на 
то получатс как раз формулы (70) Фуикиия Е (х, уи, у) для этого пучка экстре- 
малей совпадает с самой функцией С (х, у, у’) 

_ Заметим, что, если 9 обрашастся в постоянную, то функиия Е обращается 
в С, и диференциальное уравнение (71) трансверсальных кривых удовлетво- 
ряется тождественно. 
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613. Уравнение семейства трансверсалей. Исключая и из льух уравне- 
ний (74%), мы получаем уравнение в частных производных; 


39 90, 
Ф(хи-, =) =0, 73 
( > ти) (73) 


интеггисование которого длет все семейства трансверсальных к^ивых. В самсм 
деле. вс. кому решению © (х,3) этого угавпения соответствует фу; кция : (5 у), 
удовлетв ‘ряющая двум соотн шениям (70), а следовательно, уравнению (55). 

Таким образом интегральные кривые уравнения у’-=и(х, у) образуют се- 
мейство экстремалей, дтя которых кривые © (х, \) ==е служат трансверсальн”ми 
кривыми. Обратное предложение, очевилно, и мы получаем следующую тесрему: 

Если © (х, у) есть инпизрал уравнения (13), то кривые ©9(х,)) ==е обра- 
Зуют семейство трансверсалей, и все они могут быть получены этим 
способом. 

Как мы уже вилели ($ 626), семейство трансверсалей определено, если за- 
лана одпа кри ая этого семейства Это вполие согласуется с общей теоремой 
существоваиня, ибо интеграл уравнения (75) опрелслен. если зздано его значе- 
ние (которое здесь есть любое постоянное) вдоль иекоторой кривой на пло- 
скести ху. 

И пегрироваине уравнения (73) приводится к нитегрированию уравнения 
Эйлорл, ($ 621) и обратно Действительно, мы покажем, что эктремальные кри- 
вые презсл авлчют проевцли на плоскогть ху характеристик уравнесия (13). 

Пусть у -Ё(:) — уравнение экстремали ®. Мы уже заметили (стр. 294, 
споска), что пространственная кривая Г уу (к, и-Х ( ‹)} являст я характеристн- 
ческою кривою для уравнения отиоси‘ельчо и. Другими словами, существует 
бесчислен"се множество интегралов и= Р (х, у), обрашающихся в Е (%) "ри за- 
мене у через }(х). Кажлой из этих функций м соответствует интеграл уравнения 
относительно 9, который будет вполне определен, если будет залано зилченые 9 
в точке /№о кривой ©; следовательно, в силу формулы (70) значення ©, 5. >. 

х 
остаются олипаковыми для всех этих интегралов вдоль кривой @. Отсюда ле 
дует, что все опи соприкасаются вдоль нексторой кривсй Г” пространства (х. у. 9), 
пгоекцией воторой па плоскость (х, у) служиг кривая ©. Эта кривая Г’лаким 
образом, представляет характеристику уравнения (73), и точно таким же образом 
можно доказать, что, обратно, ьсякая характеристива уравнения относительно 9 
проектируется иа плоскость ху в характеристику уравкения относительно и, 
и, следовательно, в экстремальную кривую. 


99 99 
Положим для краткости =} ‚ = -. Диферепциальные уравиения ха- 
Хх ‚у 
рактеристик уравнения (73) будут: 
4х ЗФ а’ 9 ар аФ 47 Ф т 
а о м Ш д, (7) 


где Ё означает вспомогательную  переменихю. Интегрирование этой канони- 
ческой системы при условии Ф —=0 эквивалентно интегрировапию  урав- 
иения Эйлера. Если известен интеграл © (х, у, а) уравнения (73), зависящий от 
произвольного постоянного а, отличного от того, которое всегла можно ириба- 
вить к решению, то 9(х, у, а) - $ представляет полный интеграл, а уравнение 


да 
экстремальных кривых (т. Г, $ 448}, 
Если Е== 9 (х, у) УЕ-У> то уравнением относительно 9 будет 


>) `. (‚) [ху 


9х ду. 


-2==0, где а и е— два произвольных постоянных, есть общее уравнение 
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На всякой интегральной поверхности вила 2 = (х,у) характеристики суть 
линии наибольшего ската. Сеть, образованная из линии уровня 2==: 015 и из 
кривых наибольшего с-ата, проектируется на плоскость ху в сеть, состоящую из 
пучка экстремалей и их ортогсиальных траекторий. 

6М. Случаи двух изиззест ых функций. Поедылущая интертретация ме- 
тода Ве’ерштрасса позволзет легко ео объ@щиль на случай п неизвестных функ- 
ций; мы рассмотрим только случай п ==2. Определение поля экстремалей вполне 
аналогично тому, ьото ое было дано для п=1. Область 3 простран. тва пред- 
ставляет поле, если существует сеъейство экс, ремалей, зависищее от двух ва- 
раметров (или конгруэнция экстремалеи), такое, что через каждую точку 3) про- 
ходит одна и только одна экстремаль этой конгруэнции, причем угловые коэфи- 
цненты д (ху, 2, 9 ($ у, 2) касзтельной к экстремали, прохолящ-й через точку 
(*, у, 2), представляют непрерывные функции, которые допускакт непрерывные 
частные производные в области 3. Если условия Лежанлра и Якоби удовлетво- 
рены на дуге экстремали ©, то ряссуждения, приведенные для п==1, доказы- 
вают, что можно бесчисленным количеством сп согов найти поле экстремалей 
в окрестности 3 так, чтобы ©) была экстремалью конгруэнини. Рассмотрим для 
определеинссти конгрузнцию, образованную из экстремглей, соседних с 
и исхолящих из точки 3Ё с абсциссой хо — Я, взятой на продолжении луги ©), 
где й настолько мало, что точка 3 не имеет сопряженного фокуса на АВ ($ 631). 
Эти экстремали изображаются двумя уравнениями вида: 


У=У (а, в), 2==(х, А в), (75) 


где функции Дцх, *, в), ®(х, А в), которые при А== = 0 обращаются соответственно 
в Г(м и $(х), непрерывны и допускают незрерывные частные производ- 
ные, когла х изменяется от хо —Й до ха, коль скоро |Х| и || остаюлся меньше 
2} $) 
В, в) 
ниях = -==0 не обращается в нуль при изменении хот хо до д, ($ 637). Из 
=Т0:0 Рытекаст, что, и обратно, можно всегда определять такое пол жительное 
число 5, чтобы для всякой системы значений х,у,2, удовлетворяющей неравен- 
ствам 


некоторого положительного числа р. Кроме того, детерминант при значе- 


жа хх, [у Ув |2-% 0) [5 (76) 


уравмения (75) допускали систему решений относительно Х н р и притом един- 
ственную, 
== (к, у, 2), ВЕ (я, 2), 


гдепи п, суть непгерывчые функции, кот`рые обращаются в нуль, когда точка 
(х,у,2) попадает иа кривую ©, *. Таким образом область 3), определенная нера- 
венствами (76’, представляет поле экстремалей. Через каждую точку этого поля 
проходит одна и только олна экстремаль, выходящая източки 3 в окрестиссти 3. 
Ясно, что мы можем заменить это поле 4) полем ДУ, которое состоит из той 
части пространства, которая покрыта экстремалями 3, выходящими из точки 51, 
когда точка (), №) изменяется в некоторой окрестности начала коорлииат. Пусть 
и х, у, 2), и(х, у, 2) — угловые коэфициенты касательной к экстремали, к „торая 
проходит чегез точку (х, у, 2) области У, а 9 (лу 2) — значение определенного 


нитеграла | Р(5.У. 2, у’. 2’) 4х, взятого от точки З[ до точки М вдоль экстремали 
пучка, соелин’ющей эти лве точки. Согласно обшей формуле, которая дает пер- 
вую вариацию ($ 625), полный диференциал 49 имеет выражение: 


490 —= {ЕР (ху. 2 и, 5) —иР, (х, 2, и, 5) — 9Ё, (кури, ах-- ЕР’, ау Е, а2. 


* Э:о можно доказать, применяя, например, метод последовательных при- 
ближений к решению системы (75), рассматриваечой как система двух уравне- 
ни“ с двумя иеизвестными Хр (Азна5 4е ГЕсойе Могтойе, 3-я серия, т. ХХЦЬ 
1966, стр. 430 и след.). — 
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Если Г есть кривая класса (1) поля %, соединяющая две точки А и В, то 
опять имеем: 


дл Ро ьу, 2) ак —\ 49 —= \ {Р(ъузу, 2) ах — 48}, 


® г 


-. 


Л — Ль=\ Е(х, у, 2 и, 0, у', 2’) ах; (77) 


г 


эта формула вполне аиалогична формуле (57), и из нее можно получить те же след- 
ствия. Экстремальная кри‘ая 5 дает манимум, если функция Е (ху, ди, 0, р.а) 
положительна для всех систем конечных значений ри в области ©, окру- 
жа‹щй Фу и олре еленной неравенствами виоа (76). 

Формула Тейлора, если в ней ограничиться только членами втогого порядка 
дает; 


Е(х, уд и, и, у", 2) = 5 {(- чу Ен [х ухи 9 (и), э-- 9 (2 — + 
Уи (ео Ра(...) 
отсюда следует, что 6% дает минимум интегралу У, если квадратичная форма 
Рун (ху У, + РР, (...) 6-Е В’ (...) 22 


есть оппеделенная положительная форма для всех конечных значений у 7’, 
когда то'ка (х, у,2) остае вся в облагии 3. 

Прелылущие условия достаточиы для того чтобы кривая ©, давала сильный 
минимум. Для сла50го мизимума можио показать, аналогично & 64|, что усло- 
вия Лежандра и Якоби являются постаточными. Другими словами, досталочно, 
чтобы предыдунгая квапратичная ф ‚рма была опрелелегиюю пол ›жительною формою 
вдоль кривой @®, п. ичем "и 2’ выражают угловые коэфициенты касательной 
к этой -ривой, н ч обы выполнялось условие Якоби. 

Ясно, что способ, каким мы опрелелили ко груэншиио экстремалей, пе игразт 
никакой роли, и метод Вейерштрасса приводит к фуцьции Р(х, у, 2, у, 2’) внда 


ю ©, №, о В 
= НУ НО — бу, 9+ 


9х ду 
НН К( о, (78) 


где 9, и,о— функции от ху,2, а С,Н,К- функции от ху, ху, и все 
эти функции нхжпрерывиы, так же как и их ппоизводн е в некоторой об- 
ласти. Обратно, всякий раз как функиня Р предста‘лена в этой форме, 
интегральные кривые си темы днф» еициальных уравнений у’ =и(х, у, 2), 
#=0(х, у.2) суть экстремали. Это можно был» бя обнаружить непосрелствен- 
ным вычислением, но достаточно заметить, что первая вариация интеграла Л 
вдоль дуги одной низ этих кривых при закрепленных концах очевидно равна 
иулю. Ловерхности @(х, у, 2) =сопзё перосекаою'ися этими экст'ематнми 
трансверсально. В самом деле, если в ур виенни (8) и в тех, которые полу- 
чаюзся диференцированием его по у’и 2’, заменить у’и 2' соответствеийно на и 
и 9, то мы получим: 


9 р и, — Е 


‚ 99 ‚ 90 ‚ 
АР, — = 
9х ду “92 


Ру, (79) 


и условие трансверсальности действительно удовлетворяется ($ 676). 
Исключая из двух уравнений (79) ии 9, мы получим уравнение в частных 
производных, которое определяет семейства трансверсальных поверхностей. 
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ГУ. ТЕОРИЯ ВЕЙЕРШТРАССА. РАЗРЫВНЫЕ РЕШЕНИЯ 


645. Параметрическая форма интеграла. В задачах, изложенных до 
сих пор, рассматриваемые кривые могут встретить в-якую прямую, па. 
раллельную оси Оу, или всякую плоскость, параллельную ух, не больше, 
чем в одной точке. Но во многих задачах геомегрии это ограничение 
является искусственным, и определенный интеграл, экстремум которого 
ищется, имеет смысл для всякой кривой, имеющей касательную, направление 
которой изменяется непрерывно. Положим, например, что ищется экстре- 
мум инте! рала 


1—=\ (уау1-Н уз) ах; 


выше мы видели, что экстремалями служат окружн: сти радиуса а. Если 
расстояние межлу двумя данными точками Аи В равно 2а, то полу- 
окружность, описанная на АВ, как на диаметре, представляет экстре- 
мальную кривую, соединяюшую эти точки. Но, если прямая АВ не 
параллельна оси Ох, то существуют прямые, параллельные оси Оу, ко- 
торые встречают эту экстремаль в двух точках. Таким образом задача, 
как она поставлена в $ 621, в этом случае не имеег решения. Если, 
однако, написать интеграл в внде: 


У = \ у 4х а 4$, 
то этот интеграл, взятый вдоль полуокружности, имеет смысл, и мы 
несколько позднее ($ 647) покажем, что первая вариация интеграла У 
равна нулю, если сравнивать его значение вдоль полуо`ружности со 
значением, взятым вдоль бесконечно близкой кривой, имеющей те же 
концы. 

Мы будем излагать теорию Вейерштрасса, ограничиваясь рассмотре- 
нием плоских кривых и обращая особенное внимание на различия между 
новой теорией и ранее изложенными. 

Мы будем говорить, что кривзя Г принадлежит к классу С", если 
координашы любой точки М этой кривой можно представить двумя 
функциями: 

х=$(), у=90 (80) 


вспомогательного параметра К которые непрерывны и допускают не- 
прерывные первые производные ф' (1), $' (1), не обращающиеся одновре- 
менно в нуль ни при одном значении $, заключенном между значениями 
% ив. соответствующими концам А и В дуги Г. Всегда можно пред- 
положить, ч10 & < Ц, мы это впредь и будем делаль. Мы будем обо- 
значать через АД точку, соогветствуюшую значению пзраметра &, и че- 
рез В — точьу, соответствующую значению &, и будем считать поло- 
жительным направлением на дуге АВ то направление, в котором 
перемещаегся Дьижущаяся точка, передвигаясь по дуге Ак В. При 
возрастании Гот { до {1 точка с координатами ф (№) и Ф(Ё) описывает 
дугу АВ в положительном направлении, так как обе производные ф’ (1) 
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и Ф' (0) не могут обратиться в нуль при одном и том же значении #. 
Если эта дуга не им.ет двойных точек, то каждой точке /1 эгой луги 
соответствует одно и только одно значение &, заключенное м жду Ц ий. 
Мы булем обозначать через @ угол, составленный положительным на- 
правлением касательной с осью Ох, причем этот угол отсчизывчется, как 
в тригономе!рни и только с точностыю до чнсла, кратного 2п Напра- 
вляющие косинусы этого положительного направления касател, ной, т. е. 
косинусы углов (считая от О до п), которые она составля т с осями 
Ох и Оу, будут соз8 и $16. Всякая пара чисел Ксоз0, Кзп6@, гае 
К — любое положительное число, дает систему направляющих парамет- 
ров для эгой касательной. Можно в качестве направляющих параметров 
взять производные $’ (1) и 1" (1), ибо 


'— 2 [р < [2 172 
== с0$ Уф? $2, 4 = т0И о 9, 


Всякая крнвая Г класса СЪ допускает бесчисленное множество параме- 
трических изображений этого рода. В самом деле, если формулы (80) 
дают такое изображение, то из него можно получить новое, заменяя 
в э1их формулах # функциею п (т) переменного т, непрерывною и воз- 
растающею от & до В при нозрастании т от 1 до т, и имеющею не- 
прерывную производную т’ (т), которая не обращается в нуль между 
ло и т,. От э.ого представления мож+о перейти к первоначальному, 
заменяя т на обратную функцию п-1(!). В частности, всегда можно 
предполагать, что выполнена такая личейная подулановка 2 —= 91 -- В, что 
концам соответствуют наперед данные числа, например 0 и 1. 
Принимая все это во внимание, положим, что Р(х, у; х', у’) — функ- 
ция четырех переменных х, у, х', у’, непрерывная и допускающая не- 
прерывные частные производные до третьего порядка при перемещении 
точки (х,У) в некоторой области У плоскости и при любой системе 
конечных значений х’, у, для которых х?-- у? отлично от нуля. 
Пусль Г — кривая класса С, расположенная в области 3%. Если фор- 
мулы (80} дают параметриче:кое представление этой кривой, удовле- 
творяющее поставленным условиям, то определенный интеграл 


+ 
24 


2—|Ры,. а 1 
% 


имеет определенное значение, которое зависит не только от самой кри- 
вой Г, но также от принятого способа ее изображения, если функция Е 
произвольна. Мы прежле всего найдем, каким условиям должна удовле- 
творять функция АР для того, чтобы значение интеграла „ зависело 
только от самой кривой Ги ог принятого направления на ней и не за- 
висело от способа, каким эта кривая задана. Для этого необходимо и 
достаточно, чтобы интеграл того же вида, что и /, но полученный при 
другом способе изображения кривой, имел то же значение, что и пер- 
вый. Заменяя в формулах (80) # на функцию п (3), удовлетвосяющую 
только что поставленным требованиям, мы получим новое параметриче- 
ское изображение кривой Г, причем $, Ф,‚ $', Ф!' заменены соответственно 
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через ф [п (<) ], ф [п (5)], 9' (п) т’, Ф' (п) п’, и значение интеграла (81) при 
таком новом изображении будет: 


л= | {9 [п (©), Ф [п (9 9 [п ($), $" [п ($ м (9 45. (82) 


Если в этом интеграле произвести подстановку п (т) =и, то он пере- 
ходит в 


Н1 
лее, од; Ут т", С. (82) 
ь 


Для того чтобы интегралы (81) н (82') были равны для любой кри- 
вой Ги для любого ее параметрического изображения, необходимо и 
достаточно, чтобы элементы были равны, т. е. чтобы выполнялось тож- 
дественно: 


Е [9 (и), $ (и); $' (и) п" (5), 9! (п) С] = (5) В [$ (4), $ (и); 9" (и), 9 (щ}, 


где функция п’(5) имеет какое угодно положительное знач. ние. Мы 
будем вместе с Больца говорить, что функция Р(х‚ у; х’, у} лоложи- 
тельно однэродна относнтельно х’и У’ и степени м, если для всякого 
положительного числа К имеет место равенство: 


Е (х, у; Кх', Ку) = К” Р(х, у, ху). (83) 


Тогда только что полученный результат может быть фэормулирован 
так` для того чтобы инт?еграл (81) завчсел только от дуги АВ класса С 
и от принятого на ней направления обхода, необхидимо и доста- 
точно, чтобы функция Е(х, ух, У) была положительно однородна 
и первой степ?ни относительно х', у’. 

Этот интеграл можно представить в одном из двух видов: 


= Е, у; м (0, У (ра == (Ех, уз ах, ау), 
АВ АВ 
где переменное { ближе не определено. 


Примечание 1. Рациональная функция от х’и у’, которая удовлетворяет 
этому условию, олнородна в обычном смысле слова. :бо она Поедставляет част- 
ное от деления двух многочленов, олнородных относительно лх’и у’ степени т 
и т— №, соотвегствонно. Это не имеет места для иррациональной функции; иа- 
пример, радикол Их? + у», взятый с потожительным знаком, будет положительно 
еднороден, но если заменить х’ на Кх’и у’ на Ку, где К отрицательно, то 


ИЕЧЕКЫ-=— КИР 


Выражение ах’ Ву’ + ИУ 2 поедставлеет сумму двух членов, положи- 
тельно однородных, один из которых прин -амене х’ на —х’ и у’ на — у’ меняет 
знак, а другой не меняет знака, 
Примечание 2. Если изменить направление обхода по кривой Г, то инте- 
грал вдоль ВА получает значение: 
-6 в 


ва 0,908 9-9, (- ав | 209, $; — 7, — $ 6] 
& ь 
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Если функция / однородна относительно х’и у’ в абсолютном смысле слова, 
то Увд==— дв. Напротиз того, если 


Рух, фу) = Е(жу, У), 
то ЛУвд=Удв, И значение интеграла пе зависит от направления обхода. Наиболее 


простой пример этого рода дает инте! рад | Ид у? ЧЕ 


Примечание 3. В частном случае, когда кривая Г есть кривая класса (1, 
И если, кроме то!0, ху < хь, то можно в качестье параметрического изображения 
ваять Х=Ьу= (1, и интеграл прицимает вид интеграла, когорый мы до сих 


пор рассматривали 
т 


\ Е (ху у, ах. 


_’ 


№ 
Обратно, всякий интеграл 
ы 


\ С(х, у. у’) ах, 


№ 


взттый вдоль кривой Г класса (`), может быть представлен бесчисленным множе- 
ством способов в пагамст ической фо ‘ме Если, например, Хх, < х, то осгаточно 
положить х=$(‘'), где $ (*) — такая фуикиия класса (1), что \ растет от ху до м 
при возрастании Ёот В до `, а затем положить $ (1) = {9 (.)], и интеграл при- 
нимает параметрическую форму: 


й 
цу. ()],, 
|0 [оз ) $' (0 46 
функция , 
Ев ух" (0, У (9 = 0 (ху) х 


действительно удовлетворяет условию олнородности Но ляя того чтобы это пре- 

образов.ние представляло некоторый ингерес, необлод ‚мо, чтобы пзраметриче кая 

форма интеграла была применима ко всем кривым класса С+, по крайней мере 
Хх 


в иекоторой области. Например, интеграл у 4х может быть записан в пара- 


„3 
метрической форме: ( О ЧЕ но этот интеграл не будет иметь конечного значе- 
й : 


ния для кривой класса С!, которая имеет касательную, параллельную Оу. 


№ 


645. Новая задача. Пусть будет РЁ (х, у; х', у’) функция, удовлетворяю- 
щая условиям непрерывности и условию однородлости, когорые были 
изложены; каждой кривой класса С1, расположенной в области \ и опи- 
санной в определенном направлении, соответствует определенное значе- 
ние интеграла /. Можно относительно этих интегралов поставить те же 
задачи экстремума, какие были поставлены в 5 621, 631 и следующих, 
но Только необходимо точно определить, что слелует понимать под 
о«рестчостью кривой этог › рола. Эта ок, естн сть уже не может быть огра- 
ничена отрезками Дзух прямых, пара“лельных оси Оу и проходэщих 
через точки Аи 5, она должна содержать эти две точки внутри. Мы 
будем в дальнейшем называть окрестногтью дуги АВ класса С часть 
плоскости, покрываемую переменным кругом раднуса 0, центр которого 
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описывает дугу АВ, и будем ее обозначать через х, или Ф; можно 
при этом о считать настолько малым, что область 5, целиком находится 
внутри }Ё. Приняв эго определение, мы б,дем гов рить, что кравая Г 
дает относительный минимум интегралу /, если сушествует такое малое 
положительное чело 5. что значение интсграла Уг мен ше или равчо 
значению этого интеграла, взятому вдоль всякой другой кривой класса СТ, 
находяшейся в области ®, и имеющей те же концы, что и кривая Г. 
Относительный максимум определяется точно так же. 
Положим, что кривая Г, заданная ф рмулами: 


х—=х(1), У==У(Ь, 


где х(0, у(') — функции кллсса (1) в интервале (*, 5) причем 6 < В, 
дает экстремум интегралу /. Пусть будут 6 (1), 1 (#) две функции класса (1) 
в том же интервале, обрашающиеся на концах в нуль Очевидно, что 
кривая, изображаемая уравнениями: х =х (1) + 98('), у=у(1) +ап(®, 
расположеза в области >, если |а| достаточно мало, и интеграл 


/, 
Иа) (Е) +450, 30-210, ха), (0 ара (84) 


должен достигать максимума или минимума при а==0. Можно вычислить 
первую и вторую вариации по общим формулам $ 621 и 631, но в силу 
свойства сднородности функции Ё между ча тными произтолными этой 
функции существуют соотношения, которые п ›зволяют упростить общие 
выражения, полученные выше для 6. и 52/. Из соотношения 


Ех НУЕ, 


которое является следствием однородности, мы получаем следующие 
соотношения: 

Ц —__ 1 т НЫ т" . } ТЕ . Иа — . 

Е, —х С НУ Ру ы Бия У Ру =0; 


Рух Е у У Е х! Ру НУ Е = 0. 


Последние два из них показывают, что производные второго порядка 


те О +! | 1 1 | 
Ен, Вр Рун пропорциональны соответственно у’, — х'у’, х?. Положим 
и —__ Г . Г 1 т —__ | | и __ 3 
Рае у? Е, (х, ух, У), Ем уР, Ри==х?Е, (85) 


где определенная таким образом функция 2, (х, у; х', у} непрерывна и 
допускает непрерывные прзизводные в области 5), если только х!? + у? 
отлично от нуля. Но может саучиться, что функция ЕЁ, обращается 
в бесконечность при х' = у’ ==0, даже если Ё остается конечной. Напри- 
мер, если Е==Ухт-- у?, то 


1 
Е =— 


о. 
(хе уз)? 
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Примечание. Если интеграл „/ достигает относительного экстремумя 
на кривой Г класса С\, то ясно, 'то эта кривая Г лпеда но дает оти сительный 
экстремум при сравчении с конвыми класса (1). имеющими то же концы. Но об- 
рати е заключение бу ет неверно. Может случит' ся, что кривая Г класса (1) дет 
интегралу экстремум по сравпению со значениями этого интеграла, взятыми для 
кривых того же класса (1), и не дает экспремума, если сраваить зна енне ните- 
грала Л; со значениями интеграла /, взятыми по кривым более общего класса С, 


2 
га 
имеющим те же концы, что и Г. Например, очевидно, что интеграл 1=\ Г уз’ 
В уз 
о 


взятый вдоль отрезка (0,2) оси х, будет больше, чем значение того же интеграла, 
взятое вдоль любой другой кривой класса (1), имеющей те же коицы. Но если 
С "3 - 
В х3За 
написать этот инт-грал в параметрической форме: ру 
А: з 

кривые классы С+ бескопечио близкие к отрезку (0, ©), дающие интегралу значе- 
иие, большее 2. 

В самом леле, рассмотрим ломаную лннию, состоящую из трех отрезков, гер- 
вый из которых соединяет начало с точкой х=1 Я, у-=Л, второй — эту очку 
с точкой х = Ь у=0 и, наконец, третий -— есть отрезок (1,2). Значение ичтеграла, 


то можно найти 


взятое влоль этой линии, равпо 2-+ —— < и, следовательно, больше 2 
‚Р Та таль ‘ 


если й`> 0. Легко показать, как в $ 630, что эту ломаную линию можно заме- 
иить такою бесконечно близкою кривоо класса С\, чтобы интеграл вдоль С+ от- 
личался от интегралз, взятого вдоль ломанэй, как ‘годн» мало. Это замечание 
вместе с замечаннями, приве-ениыми в конце предыгушего параграфа, показы- 
вает, что новая залача экстремума и та, которая была изложена выше, — суще- 
ственно различные залачи. 


647. Общая форма уравнения Эйлера. Для того чтобы первая вариа- 
ция интеграла \84} была равна нулю для всех возможных функций 
Е(^), 1(х). функции х(), У(Ю должны удовлетворять двум соотноше- 
ниям (5 623): 


9х Е 


г 4/38 Е 4 [38 | 
о, а 


ду 
Эти два соотношения не независимы, ибо, принимая во внимание соот- 
ношения между произволными функции Р, можно представить левые 
части этих равенств в виде х’Г, ТГ. А так как х’и у’ не обращаются 


одновременно в нуль, то два соотношения (86} могут быть заменены 
одним уравнением: 


ТР (хуи — ух") ЕЕ", — Е", =0. (87) 


Мы получаем, таким образом, только одно ‘уравнение для опрелеления 
двух неизвестных функций Х(#), у(’); этого соотношения достаточно 
для определения самих эксгремальных кривых, если не ставить вопроса 
о форме их параметрического изображения. В самом деле, это уравне- 
ние имеет вид: х'у"” — ух" = х'3Ф, где Ф — положительно однородная 
функция нулевого измерения относительчо Х’, у’. Оно, следовательно, 
не меняет своего вида, как этого следовало бы ожидать, если заменить # 
произвольною функцией пт (т) другого переменного т, производная кото- 
рого потожительна. Отсюда следует. что дл“ того чтобы получить все 
решения уравнения (87), можно произвольно выбрать переменный пара- 
метр #, подчинив его единственному требованию — возрастать при пере- 
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движении точки (х, у) по кривой в положительном ваправгении. В част- 
ности, если предположить, что искомая крив:я прирад`елит классу 1), 
и 910 < х,, то можно в`ять х==Е, и уравгег не (87) пере! . ст в урав- 
нение Эйлера, которое получается, если приравнять ную первую варна- 


цию интеграла р 
у 


Ех, у; 1 5) ах. 


№ 


Так что по существу уравнение (87) есть не что иное, как уравнение 
Эйлера, записанное в симм.тричной форме, в которой незави‹ илое пере- 
мнечое остается неопределённым. С точки зрезия формального интегри- 
рования обе задачи представляют одни и те же трудности. но урэвне- 
ние (57) может допускать решения, образованные грумыми х-=с, 
которые невозможны, если х есть независимое переменное. Так бузет 


в случае, когда функция Ё имеет вид: © (у) И хе - у. Уравпение (87) 
здесь удовлетворяется при х’-=0, и прямые, параллельные оси, являются 
экстремалями для обобщенной задачи. 


Чтобы закончить определение экстремальной кригой, когла залаиа точка Аи 
направление касательной в этой точ'е, необхолимо ввести еще ‹дно ва ое-пибуль 
соотнои енне межлу +(й и у(!'. Если в качестве ре емелього # взять дугу 
экстремали, отсчитываемую от точки А, 

то можно бугет к уравнению (57; присо- А 

единить енте соотношение х' к” у’у” = 0, 

а в вачестве иачальных значений взять 

д—=хоь У=У, д’=5050 У -= 90, 


гле 0,— угол межлу положительным м 
напгавленнем касательной в точке А 
с осыо Ох. Два уравнения Т-=0, й 


хх" уу’ =0 тают для х”, у” пеите- 
рыв ые Функции от х, у, х’, у’ в окрест- 
пости начальных значений, если толььо 2 
значение А, хе, то: СС 6%, зи: 60) отлично 
от пуля, а, следовател ио, в этом слу- 
чае существует елииствеиная экс' ремаль, 
отвечающая этим начальным условиям. 
Есл. функция Ё(х, у, с0$0, ми 0) ие 
обта'цается в нуль ин ирн олном значе- 
пин @ области , то через кажлую точку 
этой области в тажгом направлении про- 
ходит олиз и только одиа зкстремаль. Черт. 195, 
Задача называется правильной. 

ПримеЕР. Пусть КР = ух’ а Их? у’? (ср.б 628%. Система, которую над- 
лежит интегрировать, имеет вид: 

3 


1 _? 
дух" = (6 У?) , хе УЗ 
. 1 
Полагая х’=с0388, у =, мы получаем =, и искомая экстремаль явля- 
ется дугой окружности радиуса а, представляемой двумя уравнениями: 
. 5 . 5 
х=л, казп ( +=) — ат 6, у=уи — ас0$ ( На) -- 450$ в. 


Через две точкн А и В, расстояние между которыми меньше 2а, прохолят две 
таких дуги окружности, изображенные на чертеже жьрными линиями, для этих 
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дуг @ возрастает вместе с 5. Дуги, изображенные на чертеже тонкими лнииями, 
для которых значения @ с возр`станием 5$ убывают, представ:яют также экстре- 
мали лля интеграла, полученного измененисм знака рад ‘кала в выражении лля =. 

Примечание. Когла концы А и В самт пеземенные, обшая формула (19), 
которая дает первую варианию $/, упрощается и пе со ержит ‘лена с 8 в силу 
соотношения ознородиости. В нашем случае эта варнация равна: 


и 1 

в _ а (92 24 9 

Ва (Рудх-- Ру) | 8х Е — (=) “+ | ву [5 —, (5) |“ (83) 
5 ь 


Этот результат можно было прелвилеть, ибо всегла можно выбрать переменное # 
так, чтобы прегелы интеграцин былн огинаковые гля лугн АВ и для бесконечно 
близкой дуги А’В’. Условне трансверсальности здесь принимает вид:} 


Ри (ху, У) 8х -- Ри (ху х,У)ву==0, (59) 


гре х', у’ — паправлующие параметры касательгой к экстремали в точке (х, у), 
а $х, 8, — направляющие параметры касательной к кривой, которую эта экстре- 
маль пересскает траисверсально. 


648. Условия Лежандра и Якоби. Пусть будет х (1), у(Ё) система ре- 
шений уравнения (87), непрерывных вмесге со своими производными 
м, х’, у, У’ в интервале (К, [). В выражении для второй вариации 82/ 
интеграла (87) под знаком интеграла входит квадратизная форма отно- 
сительно &, т, 1: 


ОВ, =, Ри, виа 2" Ри, 


АИ ВИ 


которую Вейер'нтрасс преобразует следуюнтим образом. Коэфициенты при 
3 Е’, 12 суть соответственно у’? Ру, — х'у' А,, х Е. Коэфицченты при 
& и 1: связаны соотношением (87). Если для большей симметрии 
ввести три вспомогательные функции 2, М, № определенные равен- 
ствами: 

и 


=" „—УУ’Е:, М=Р,и ВЕНУ, М= Е, х’Е, (91) 

То можно написать: 

(5 т; 5’) = А, (у п 5 п — В, (зп 2 | 
М (и 8) М Р-Р, МЕ; 

Следовательно, 6 помощью очевадного интегрирования по частям по- 


лучаем: 
& 


4\1 
= “ |^ (=) ое + 2м + м 46, 
% 


где 
== бу" — 1, Н=Е 


„„__ ЧМ ам 
М; == Р.,-- ВГУ — р, М = Ри — Рф. 
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Форма [12 -|- 2М,&1 -- №М,11 сама представляет точный квадрат. Дей- 
ствительно, легко, например, проверить, что 


‚ '— 
ВА -- Му =0, 

стоит только принять во внимание тождество 
__ Ц 
Г Му ЕЕ, 


и то, которое получается из него диференцированием по & а также 

само уравнение (87). Точно так же можно было бы показать, что и 

Мух Е Му — 0. Функции /,, М., №, следовательно, пропорциональны 
уг, МУ, хп, и мы получаем: 

— 1! — Пя пк. 

= УР М, =-—муЕ, М ==х"Е,; 


2 


функция РА, есть непрерывная функция от Ё, так как Х’и у’ не могут 
одновременно обратиться в нуль при изменении { от & до #:. Итак, 
вторая вариация 6?./ принимает очень простой вид: 

Е 


827 а? | [+ (=) + Ая |4 (93) 
5 


и зависит только от одной линейной функции = у’ — пх', которая 
принадлежит к классу (1) в интервале (к, Ё) и на концах сбращается 
в нуль. Мы можем к этому интегралу применить результаты, получен- 
ныев $ 631 - 632. Для того чтобы вариация 82/ имела постоянный знак, 
например была положительна, необходимо и достаточно: 1} чтобы функ- 
ция А; [х (1), у(д; (0), у (1)] была положительна в интервале (1 1.) 
(условие Лежандра); 2) чтобы линейное уравнение 


а аи 


допускало интеграл, который в этом интервале не обращается в нуль 
(условие Якоби). 

Это последнее условие может быть выражено иначе ($ 632). Пусть 
и (/) — интеграл уравнения (94), который обращается в нуль при = 
==, а и — ближайший корень этой функции, больший &. Тогда необ- 
ходимо должно быть В <ц. 

Кнезер показал, что условие Якоби может быть интерпретировано 
геометрически, подобно тому, как это сделано в $ 633. Пусть 


х=о(ь 1), У=ф(Ь №) 


будут уравнения пучка экстгемалей, близких к рассматриваемой экстре- 
мали. Функции ф и Ф при А=0 обращаются соответственно в х(|, 
У(!). Их производные 


ду __ [95 
ф; (И = (2) ф, (1) = (>). 


18* 
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удовлетворяют диференциальному уравнению, которое получается, если 
продифе; енцировагь уравьенре Эйлера по параметру Х и затем поло- 
жить в результате \-—0. Если уравнение взять в форме 


то после диференцирования получится линейное уран 
„ Се. к" 
Ен -Н Е, фа ТР Ру р ху СЯ 


4 
-& Ро Риф НР ит му “ . 


где во вторых производных положено \ == 0. Выражая все вторые про- 
изводные от ЁР через А, Р,, [, М, М, можно после некоторых преоб- 
разований записать результат в ьиде: 


а бо = 
у! [5»— РР ( че) =° (95) 


Ф— У, (0 —Ф, (0. 
Написав уравнение Эйлера в виде: 


где 


мы получим то же уравнение (95), в котором только у’ будет заменено 
через х’. Таким образом функция у’ф, (1) — хФ (1) презставляет инте- 
грат уразнения Якоэзн (91), который связан таким образом с изучением 
экстремалей, бесконечно близких к экстремали, представленной уравче- 
ниями = (0, у= (0). 

Рассмотрим в частности пучок экстремалей, выходящих из точки А 
и бесконецно близких к первой. Ясно, что функции 9. () и %,(!} при 
+= К обришаются в нуль, ибо $ (1, }) и %(4, Х) не зависят от \. 
Следовательно, д›терминант у’, — хФ, представляет интеграл уравне- 
ния Якоби, обращающийся в нуль гри #==1. Другие корни этого яко- 
биана соответствуют точкам пересечения экстремали с бесконечно близ- 
кой экстремалью того же пучка *. Поэтому, если назвать созряженными 
фокусами точки А все другие точки, в которых эта экстремаль ка- 
сается огибающей экстремалей, выходящих из точки А, то условие 
Якоби выражает, что все сопряженные фокусы точки А расположены 
вне дуги АВ. 


* Если вообще семейство плоских кривых, зависящее от постоянчого \, за- 
дается паоам трически уравнениями х -= (2 ^), у-=Ф(ЕЁ *), то огибающая этого 
семейства кривых получится, если к предыдущим уравнениям присоедииить 
реф 
ДАР, ^ 
точки касания Кривой семейства, соответствующей этому значению ), с огибаю- 
щею этого семейства. 


соотношение —0, корни которого для каждого данного значения А дают 
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Когда условие Якоби выполнено, то можно показать, как в $ 638, 
что дуга экстр-маги АВ может быть окружена полем. Чтобы образовать 
такое поле, можно, наприуер, взять пучок экстремалей, близких к пер- 
вой, выходящих из точки З[, взятой на продолжении АВ по другую 
сторону ог точки 4 и настолько близкой к \[, что все сопряженные 
фокусы находятся вне дуги АВ. 

В примере, пзиведенн м выше ($ 647), огибающая экстремалей, выходящих 
из токи А, представляет окружность с центром в тозке А радиус! 2а. Условие 
Якоби в, полняется только для меньшей из дуг экстремалей АЛ’В; напротив, дуга 
АМВ содержит фокус А’, сопряженный с А. 

649. Условие Вейерштрасса. Соображения, которые приводят к усло- 
вию Вейерштрасса (5 636), распространяются без существенных изме- 
нений на новую задачу. Пусть АВ будет луга экстремали, Р — точка 
на этой дуге и Г— кривая класса С', проходящая через эту точку. 
Можно, как и выше, представиь себе пучок кривых класса С', соеди- 
няющих точку А с точкою @), соседнею с Р на кривой Г, и обращаю- 
щихся в дугу экстремали АР, когда точка (©) перехолиг вР (черт. 103). 
Если х(), У(1)} — координаты какой-нибудь точки дуги АР, (х,,1.) — 
координаты точки ©, то можно, например, взять дугу АО, определен- 
ную формулами: 

ж—х( — Ут 
хх (1—6) и. Уи) 


—4 
где т есть значение параметра #2, соответствующее точке Р. 


Интеграл 
ЛИ Е(х, у, м, у) 


Ао 
представляет собою функцию от дуги РО-=5, произволная которой 
при 5==0, согласно общей формуле (19), дающей значение первой 
вариации, имеег выражение: 


=) — 6058, Е', (х, у; с0$8, $10) $10. Е”, (х, у; с0$8, 5110), 
45 /о х у 


где с059 и $10 суть направляющие косинусы положительного направ- 
ления касательной к экстоемали в точке Р, а с0$ 1, $1‘, — направля- 
ющие косинусы касательной в точке Р к кривой Г, взятой в направле- 
нии РО. Точно так же интеграл /,, взятый вдоль @Р, есшь функиия 
от5, пролзводная которой при == 0 равча Р(х, у; —с030,, — 518), 
как в этом можно убедиться, заменяя интеграл его первым элементом. 
Поэтому производная суммы Л; -- Л,, представляющей интеграл 
Е (х, у; х', у!) ах, 


взятый влоль пути АОР, при $ =0 равна выражению: 
Е(х, У; — 056, -— $18.) | соъ@, 2’, (5х, У; с0$8, 518) -- 
+ 6^„ (х, у; с086, э10). 
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Это выражение можно представить В более коротком обозначении, если 
положить . РИ 
Е (х, ур, 9; р’, 9') = 
= Р(х, у; р, 9') РЕ (х, у; р, 9) —9'Бу (х, ур, 4}, (96) 


что в силу однородности Е можно еще записать в одном из двух ви- 
дов (ср. $ 646): 


Е(х, ур, 9') — Е(х, у, р, 9) — (р — РР, (, У; р, 4) — 


— (9—9) Е и, (, У; р, 4), (96') 
РР (ХУ; р, 9) — г у р, 9} 
{и (х, У; р’, 9) - Р,(х, УР, 9)}. (96") 


Рассуждение заканчивается так же, как и в 6$ 636. Заменяя 6, на 
п — 6, мы приходим к новому необходимому условию: для то о чтобы дуга 
экстр2мали АВ давала интегралу минимум, необходимо, чтобы функция 
Е (х, у; с0$0, $10; с0зй', $5’) 
никогда не причимала отрицательных значений вдоль дуги АВ, ка- 
ков бы ни был угол \. 
Можно также формулировать это условие следующим образом: если 
х, у— координаты любой точки экстремали, х', у’— система направляю- 
щих параметров для положительного на.равления касательной в этой 
точке, то в лаждой точке дуги экстромали должно выполняться не- 
равенство: р 
Е(х, ух, У; х, у) 20 (97) 
для всякой системы значений х', у. Вейерштрасс показал также, что 
функция Е выражается очень просто с помощью функции Р.. Взяв для 
Е выражение (95), получим: 
Е(х, у; с0$0, $16; соз8', $т 0) == 
== 0$ 6' [^’,(х, у; с0з6", $10’) — Е’, (х, у; с0$6, $18)] + 
Е яп и[, (х, у; со$, 310’) — Ри, (х, У; с0$0, $16]], 


что можно также написать в виде; 
8, 


| сов [Р’„(х, У; созЬ, 3 1)] - т Е, (х, У; со эп оз 41. 
8 
Заменяя вторые производные "и Ру» Е их выражениями через 
Р., мы получим далее: 
6" 
Е= яп (9—1 РА, (х, у; в0$Б зт В) 4Е= 
| 


6’ в 


= $11 (9'—8 — =) Р, (х, м; с03 (8—1), 51 (8+ 1)] & 
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Так как углы @ и 6’ определены только с точностью хо кратного 
21, то можно предположить, что разность 9'— В заключается между — п 
и т, так что зп (№! — 0—1) не меняет знака в интервале (0, ' — 0). 
Поэгому можно к последнему интегралу применить первую формулу о 
среднем значении (т. 1, $ 76), что дает: 


Е (х, У; с0$0, $18; соз6', $10’) == 
=—=[1 — с0$ (/*—6)] А, (х, У; со$8,, $10,), (98) 


где 8, содержится между Фи 8". 

Отсюда следует, что условие Вейерштрасса необходимо будет вы- 
полнено, если функция Е, (х, у; с0$0 , яп0.} не принимает отраца- 
тельных значений вдоль всей дуги экстремали АВ, каков бы ни был 
Уго.1 81. 

С другой стороны, отношение 


Е(х, у; соз0, $18; с0$0', $6’) 
1 — со$ (8'— 6) 


при приближении 6’к 6 стремится к значению К, (х, у; с058, $18), 
и, следовательно, условие Лежандра вытекает также из условия Вейер- 
штрасса в первой форме. 

Примечание. Если функния ЕР(х, у; х’, у) одноролна в абсолютном 
смысле слова, функция Е (х, у; с0$0, 91 6; соз 6’, и 6’) меняет знак при замене 
9 па 2-9, и так как услокие (37) должаю выполня'ься для любого у'ла 6', то 
функция Е(х, у; 60$6, я 0; со$0’, зш 0”) должна быть равиа нулю вдоль всей 
дуги экстремали АВ, каков бы ни был угол @#. В частное и, отсюда вытекает 
в силу соотношения (98), что функция Ру (х, у; с030, мп) равна нулю вдоль 
всей луги 48. 

Следовз:ельно, дуга экстремали может давать экстремум только в том исклю- 
чительном случае, когла функция Г имеет этот вид. Это, например, нмеет место, 
когда Ё есть рациональная функция от х', у’ (ср. $ 645}... 


650. Система достаточных условий. Обратно, прелыдущие условия 
являются достаточными для минимума, по крайней мере, если эти усло- 
вня взять 8 узком смысле, исключая знаки равенства. Более точно 
можно сказать, что дуга экстремали @®,, соединяющая две точки Ан В 
озласти 51, дает интегралу минимум, если она удовлетворяет следую- 
щим услозиям: 

1. Вдоль всей дуги ©, выполняется неравенство 


Е, (х, у; со$8, 510) > 0, 


где 8 имеет то же значение, что и выше. 

2. Услозие Якоби выполняется, и, следовательно, можно окру- 
жить 6), полем экстремалей, через каждую точку ксторого прохо- 
дит экстремаль некоторого пучка, к кот рому принадлежит ®.. 

3. Вдоль всей дуги ®, для веякого значения 20 2п имеет 
место нгразенотво: 


Е(х, У; сов, 916; с0$0', да 0'} > 0. 
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В этих условиях * мы установим, что можио уназать такое доста- 
точн” малое положительчое число р, что всякая кривая класса С?, на- 
ходищая:я в области 8» и соединуюшая две точки А и В, дает инте- 
гралу У значение большхе, чем дуга экстремали 6). Рассмотрим для 
Эгого какой-нибудь пучок Экстремалей, в который входит $, и пусть 
$ — соответствующее поле. Через каждую точку (х, у} этого поля 
проходит экстремаль этого пучка, и направлзюшие косинусы положи- 
тел. ного направления касательной в этой точке (с05 и, $ши) суть непре- 
рывные функции переменных (х, у), которые переходят в с050 и $16, 
когда точка (х, у) приходит на дугу @,. Мы сперва покажем, #то 
можно взять число р настолько малым, чтобы в поле о, функция 
Е(х, У; с05и, зши: соз8', $16) была положительна для всех значе- 
ний И, не имеющих формы и- т. Рассмотрим лля этого вспомога- 
тельную функцию Е;, определенную следующим образом: 


В(‹, у; сози, “пн; созй', 5 0) 
1 — 60$ (и —\) 


Е; (х, У; сози, ти; соз0', $10!) = , 


(6' — и 2/п); 


Е(х, у; сози, зти; созб", $0) == А, (х, у; соб и, ши), 
0 — ип. 


В силу соотношения (98} эта функция непрерывна также при 6’ == и, 
и согласно предположениям она положительна в каждой точке дуги АВ 
для каждого значения 0’ Так как она непрерывна в окрестности 
дуги АВ и имеег относительно 9’ период 2п, то из свойств непрерыв- 
ных функний вытскает, что можно поместить ©} в область 5, доста- 
точно узкую, так что ф нкция Е булет оставаться положительноя, 
когда точка (х, у) описывает область >, каков бы ни был угол 0". 
Следовательно, мы имеем также: 


Е (х, у; соз и, та; соз 0", $10’) >09 


в этой области ®,, кроме случая, когда соз (0' — и) =1, т. е. (' = 
=и 1 2Ам. 
Приняв это во внимание, положим, что 


ах _ Чу _ 
ЕР, У), = 9 (х, 5) 


суть два лиференциальных уравнения, определяющих специальный пучок 
э ‘стремалей, который составляет рассматриваемое поле. Можно, напри- 
мер, взять р = с05$и, 9 = ши, и переменное # тогда представляет дугу 
экстремали, отсчитываемую в положительном направлении. Для того чтобы 


* Условия (!} и (3) заведомо выполняются, если функция 
Ру (к, ух’ у) 
положительна в области \, при любых зн чениях д’, у’, т.е. если задача 


прагитьНая ($ 617). В этом сзучае для того чтобы экстремаль давала миничум, 
дсстаточно, таким образом, чтыбы виа уловлетворяла условиям Якоби, 
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эта система диференциальных уравнений опрзделяла пучок экстремалей, 
необходимо, чтобы значения х', у!, х", у’, которые из них получаются, 
удозлетворяли уравнению (87). Отсюла имеем условие: 


9 9 9 д 
В (х, У; р, 9) ея (9% + 


г Рад (6, У; 2,9) — Ву, (х, У; р, 9) =0. 


Можно получить то же соотношение, если записать, что выраженне 
Е,(х, У; р, 4) ах Е. (х, у; р, 9) 4 (99) 


представляет полный диференциал &Ф, так что рассматриваемому пучку 
экс'ремалей можно поставить в соответствиг функцио Ф (х, у), непре- 
рывную в поле и такую, что ее полный дифференциал разен предыду- 
щему выражению. 

Тегерь легко распространить конец рассуждения 5 639. В самом 
деле, имеем: 


Вх, ух’, = Е(х, уз р, Ч; У)-НЕ, (х, У; ра) НР, (х, у; р, У, 
откуда мы получаем, при прежних значениях р и (д: 


(Ех, у; х'у') и Е(х, у; ра; Хх, у) аЕ+ (аФ. 
Ё ? ы 
Если кривая Г есть кривая класса С1 поля ®,, соединяющая две то- 
чки Аи В, то имеем также: 


= [В (4,5; р, 4; м, У) 4 (100) 


т 


ибо вдоль дуги ©, интеграл (аФ равен интегралу Ех, ух, у) аЁ 
[И |5” 
Поэтому, какова бы ни была критая Г, разность Г. — 1, положительна, 
ибо все ее элементы положительны или равны нулю. Цля того чтобы 
разность была равна нулю, необходимо, чтобы функния Е (х, у; р, 4; х', У) 
НАИ 
Е(х, у; сози, эти; соз 0", $ 0') 


была равна нулю в кажлой точке кривой Г, что может иметь место только, 
еслн 0'—и- 2Ап. Поэтому было бы необходимо, чтозы касательная 
в каждой точке кгивой Г совпадала с касательчою к экстремали пучка, 
проходящей через згу точку, т. е. эта кривая Г сама лолжна быть 
экстремалью пучка, и так как она проходит через точки А и В, то 
она должна совпадать с @. 

В протнвсположность тому, Что мы имеем для интеграла, взятого 
в форме \Е(х, у, у) 4х, мы видим, что необходимое условие Вейер- 


штрасса, ‘присоедишенное к условиям Дежандра н Якоби, является в 19 - 
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же время и достаточным для минимума. Это объясняется тем, что 
в пэрвом случае мы предпслагали, что у’ имеет конечнобе значение, так 
что мы рассмагриваем только такие кривые, касательные к которым не 
параллельны оси Оу. Еслн же интеграл взят в параметрической форме, 
то угол @' может принимать всевозможные ‘значения, и касательные ко 
второй кривой могут иметь любые направления. 

Заметим, что условие Якобн участвует только в самом выводе, но 
чтобы знать, выполнены ли другие условия, нет необходимости знать 
угол и, т. е. направление касательной к экстремалн пучка, проходящей 
через данную точку поля. 

Излож-нные условия являются достаточными для сильного минимума. 
Как ив 6641, можно показать, что условня Лежандра н Якоби являются 
достаточными для слабого минимума. О дуге экстремали @,, заданной 
уравнениямн 

х=х(1, у=у(й, 


говорят, что она доставляет слабый минимум интегралу, если можно 
указать такое положительное число &, что всякая кривая Г, изображен- 


ная уравнениями: 
х==х (0-Е (0, у=У(Ю-т (В, 


где &(#) и 1(6) — функции класса (1) в интервале (4, &), обращающиеся 
на концах этого интервала в нуль н для которых {2 - 1? внутри 
интервала в вуль не у„бращается, дает этому интегралу значение боль- 
шее, чем @,, если только |8 ('), 1 (0|, (6), |’ С)] в этом интервале 
меньше е. Не только сама кривая | весьма блнзка к кривой @,, но и 
касательные в тех точках этих двух кривых, которые соответствуют 
одним и тем же значениям Ё, образуют друг с другом весьма малый угол, 
Интерпретазия этого метода вполне аналогична той, которая была дана для 

интегралов вида \ Вх, у, у) ах в $ 642. Пусть 1 — дуга кривой, которая пере- 
секает трансверсально в некоторой точке каждую экстремаль пучка. Функция 
Ф (х, у) с точностью до постоянного представляет значение интеграла 

| Ру, х, у) аь 

/ 


взятого вдоль дуги т/М экстремали @® пучка, которая проходит через точку 
М (х. У), и которая пересекает дугу т трансверсально в точке т *. 


* Однако, необходимо вв^стя условие о знаке дзя этого интеграла Будем 
на каж ой экстремали пучка считать положительным то направление. для ко- 
торого направляющими параметрами являются р и 4. Тогда функция Ф (х, у} 


равна интегралу 
ее, уж. у) а, 


взятому в подмжительном направлении вдоль дуги экстремали, заключенной ме- 
жду точками М и т и умноженному на --1 или — 1] в зависимости от того, 
будет ли направление от точки т к точкз М положительным или противово- 
ложным. Благодаря этому условию, полный диференциал 4Ф всегда равем 


БЬ (х, У; 6, 9) 4х + Ру (х, уу р, 9) 4у 
р силу общей формулы (88), которая дает первую вариацию (5 647). 
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Следовательно, кривые Ф (х, у) == С представляют трансверсальные кривые пучка. 
Можно опять получить уравнение в частных производных семейства трансверсаль» 


ных кривых, исключая отношение Р. из двух уравнений: 
9Ф 9Ф 
< =Р, (х, У р9, — =, х, У; р, 101 
3; =^р (№529) ду а (№ У; 2.9) (101) 


н можно убедиться, что экстремали служат проекциями на плоскость ху харак- 
теристик по 'ученного таким образом уравнения в частных производных. 
Положим, что функция Р представлена в форме: 


В и ук ху), (102) 
9х ду 


где Ф зависит только от перемеиных х и у,а С — положительно олнородная 
функция относительно х’и у’ первой степени, для которой час!ные производ- 


9С Га ! 
ные Зе’ рии равны нулю при х'==р (х, у), у’==4(х,У). Мы обозиачаем через р 
У’ 


и 4 непрерывиые функции, имеющие непрерывные частные производные в не- 
р ах ау 

которой области %. Интегральные кривые системы ЕР 0%) 9, 

образуют пучок экстремалей, для которого кривые 


Ф (с у) = сопя 


представляют трансверсали, ибо соотиошения (101) можно получить, диферен- 
цнруя уравнение (1).) по х’и у’ и заменяя затем х’ на р(х, у) и у’ на 9 (х, у). 
Функция Ё (х,У; р, 9; х,У), соответствующая этому полю экстремалей, есть как 
раз С (кух, у’). 

651. Примеры. Геодезические линии. 1. Рассмотрим снова случай, когда 


в=зи +УЯТтУ" 
Имеем для функции Вейерштрасса выражение: 
_—_—___ у. 
Ву рах, у) =У лу — 2% ву 


Ура" 
которое в силу тождества 
(9 -+ 42) (ха уз) = (рх + 4) + (ру — ах) 


всегда положительно. Дуга АМВ, которая удовлетворяет условиям Лежандра и 
Якоби (черт 15 , даег, след вательно, интегралу минимум 

2. Пусть требуе!ся найти кратчайший путь между двумя точками на поверх- 
иости У. Положим, что координаты точек поверхности выражены функциями двух 
параметров и и т, та: что каж ой точке области }, рассматриваемой на этой 
поверхности, соответствует точка некоторой области Ю плоскости (и, $). Тогда 
для квадрата линейного элемента получаем: 


45? = е ди? -- 2ранао + газ», (103) 


где е, }, в— непрерывные функции, гопускающие непрерывные произволные 
в А, если рассматриваемая часть поверхности не со-ержит особых точек. Кроме 
того, функции е, &, ег — /% существенно положительны. Задача сво’ ится к тому, 
чтобы найти кривые, соединяющие две точьи (1, 9%), (и, и) области Ю, для ко- 
торых интеграл 


5 = У Злго ри? 4 (184) 
д 
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достигает мннимума, Эти кривые голжны прежге всего уговлетворять уравне- 
нию (87), которое выражает, что первая вариация равна нулю. В этом случае, 
произвогя вычисления, получнм: 


Се а) от — ито) + ео [ (ив) и вши + рвы] — 
— (ш+ 27) [3 е- и" ешо + (+. — =.) о’ = 0. (105) 


Кривые, расположениые на поверхности Х и соответствующие кривым плоско- 
сти (и, <), у; овлетворяющим этому уравнению, называются геодезическими ли- 


ниями. В силу самого способа их определения первая вариация интегрэла (4 


равна нулю при замене луги геолезической бесконечно близкою кривою на по- 
верхиости, имеющею те же концы. Отсю:а сле‘ует, что соприкасзкигаяся плос- 
кость лолжна прохолить через нормаль к поверхности %- свойство, которое 
может быть обнаружено непосредственно с помощью уравнения (1.5) (см. упра к- 
нение 10). 

Пусть АЗ — луга геодезической, расположенная в области 9%; условия Ле- 
жандра и Вейерштрасса выполняются, ибо функция А;, которая имеет вид: 


Е 
Ву (ее — 3) (еш'з + 2/9 + 293) *, 
всегла положительна. Поэтому лля того чтобы дуга АВ геодезической гавала 
минимум, достаточно, чтобы она уловлетворяла условиям Якоби, т. е. чтобы на 


этой геодезической фокусы, сопряженные с А, лежали вне дуги АВ. 
Заметим, что условие трансверсальности злесь принимает вид; 


(ер р’) 81 + (р + ви) 8% ==0. 


Оио выражает (т.1, $ 278\, что гепдезическая и вторая кривая на УХ ортогональны. 
Слеловательно, уравнение в частных производных семейств параллельных кри- 
вых получится, если исключить р и 4 из двух соотношений: 


9Ф _ ер + ‚ Ф_ [2+ в 
ди Угра тей’ № Угра ва 


Таким образом получается хорошо известное уравнение: 
9Ф\2 9ФоФ 9Ф ‚2 
—2/— — =} =ее- }*. 
8 ( ) и № +*(55) ев—/ (106) 


ди 


652. Метод Дарбу-Кнезера. В частном случае геогезнческих линий свой- 
ство минимума очевилно благозаря форм, которую принимает квадрат линей- 
ного элемонта, если отнести поверхность к криволинейной системе коорлинать 
образованн' й семейством геодезических линий и их ортогональными тэаекто- 
риями. Для изучения свойств геолезических, основанных на этой привеленной 
форме линейно о элемента, и для гаспространения этсй те'рии ну любой слу- 
ч.й применения принципи наименьшего геРствия ^ опертюи Мапр2г$), мы 
снова отсылаем читателя к книге Дзрбу „ТНёоНе Ч4ез зи{асез“. Кнезер распро- 
странил этот метод также на случай интеграла в параметрической форме. Это 
обоб-цеиие, основную идею которого мы вкратце изложим, ‹ сновано на свой- 
ствах инвариантности гиференцизльиых уравнений вариационного исчисления’ 
по отношению к замене переменных. Пусть х=ф и, т), у=у(м, о) будут фор- 
мулы ипреобр зования, которые ставят каждой точке областн & на плоскости 
{1,9 во взаимно однозначыое соответствие точку области \ плоскости (л, у), 
Всякий иытеграл вила | 


= [есь 4, У) 4, 
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взятый влоль кривсй Г области УФ, где Р — положительно однородиая функция 
от х, у, переходит в интеграл того же вида 


Л’ = | @ п, о; и’, ч') 4, 


взятый влоль соотнетствующей кривой Г” плоскости (ци, 7). Легко показать, что 
диференциальному уравнению (87) соответствует пре б`азованиое диференциаль- 
ное уравнение, которое получеется таким же сбразом из функции @(ьтуи’, т). 
Это легко объясняется тем, что есл' первая вариация интеграла ./ расиа нулю 
при замене кри.ой Г бесконечно близлою кривою, то то же справегливо лля 
п.рвой вариации интеграла /’ 1.ри замене кривой Г’ бес ‘онечно близкою кри- 
вою, и наобсрот. Точно так же можн. показать, что условие трансверсальиости 

. ‚ -! о 
Е 8х + Р„ву==0 после преобразования перехолит в Си - Ч ово =0. 

Приняв это во внимание, рассмотрим поле 3, через каждую точ«у которого 
прохо; ит зкстремаль ® специально: о пучка, образоваиного из экстремалей, ко- 
торые пересекают трансве сально дугу ОР кривой 1, и, кроме того, положим, 
что функция ^ (х, у; р, 9} вэтом поле не меняет знака, например К х,3; р, а) > 0*, 
ри@ при этом имеют то же значение, что и в предыдущих нараграфах, и 
экстремали специального пучка удовлетворяют двум диференциальным урсв- 
нениям: Их р 
Е =Р 0%, == 1х, У). 

Гогда можно опрелелить положение точки М на экстремали @, пересекающей 
трансверсально у в точке т, значением ьриволинейно!о интеграла; 


„=\ Е, (<, У; р) ах-- Е, (х, У; Р,9) Чу, 
тМ 


взятого вдоль дуги экстремали тМ. В самом деле, еслн направление от точ- 
ки т к точке М на этой луге есть положительное направление (опрелеленное 
иаправляющими параметрами р и 4), то этот интеграл тождествен © интегралом 


ПЕ х жу)аь 
тм 
ибо 4х можно заменить на рЁ и @у на а 1, и этот интеграл возраст-ет при 
увеличении длины дуги т/М. Если же направлзние от м к М противоположно 
положительному, то ‚см. сносву ма стр. 264) 
! р . 
и (ррах-- Рау — [Ру р, 4) ЧЁ, 
Мо Ми 


* Всегла можно предположить, что это условие выполнено, если к функции 
, 9( 9(/ 
Р(х, ух’, У) прибавить выражение вида и х- 5.5; это слагаемое, не изые- 
9х } у 
няя экстремалей, увеличивает значение интеграла Л взятого в постояниых пре- 
делах, на некоторую постоянную величину, каков бы ни был путь интегриро- 
вания (ср. $ 621, примечание). Если в качестве функции И\(х, у) выбрать такую, 
которая возрастает при перемещении вдоль экстремали пучка в положительном 


направлении, ТО выражение 3х рт „9 положительно, и достаточно еге умно- 
:х У 
жить на подходяще выбранный множитель, чтобы сумма 
и 9и 
Р(х, у; ра) --Р+ 4 
9х ду 


была положительна. 


286 ГЛАВА ХХХУ. ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ $ 652—653 


этот ичтеграл отрицателен, и его абсолютная величина уменьшается с умень- 
ше'ием длины дуги Мя. Во всячом случае и постоянно растет при пе; емеще- 
нии точки М по кривой С в положительном направлении. Пусть, с другой сто- 
роны, © есть параметр, значение которого определяет по'ожение точки т на 
кривой 1. Значелия и и у можно расслатривать +ак координаты точки М поля *, 
Кривые о == соп-{ суть эксгремали пучка, а кривые и = соп-{ — трансверсаль- 
ные кривые. Мы пре“тположим, что голе ограни“ено экстремалями 9—9, 
9—. и трансверсалями и==ио, и=и:. Если кажгой точке М поля поставить 
в соответствие точку М’ с коортинатами 11, 5), то кы получим однозначное ото- 
бра:ение этого поля на прямоугольник, ограниченный прямыми и==но, и==щ, 
9—0, = 9,. 

С другой стороны, известно, что функция Р(х, у; х’, у’) имеет вид ($ 650): 


ГИ: ‚› 
ЕЕ ГУ, (ху, (107) 
9х Зу 
эе, 9, , , 
причем частные производные ди , 9’ обращаются в нуль при х =р у — 4. 
х У 


Если принять и и 9 за новые переменные, то предыдущее тождество при- 
нимает вид: , 
С (ити, 9) = и + С (и, оз и’, т, (108) 


где С, (и, 9; и’, о") — функция положительно однсродная первой степени относи- 


г ’ [в 3, 
тельно ц’и 9’, частные производные которой и’ 
и=1 9=0, ибо прямые, параллельные оси и, суть экстремали преобразован- 
ного пучка, причем положительным направлением является Направление возра- 
стания и. Функиия С уже представлена в виле (102), притом с особенно про- 
стыми выражениямн для Ф, ри 4. Если, например, 


@=У- Е (и, 1) 53, 


обращаются в нуль при 


то и 
@.=Тиз и ; 
=У и += Ут уи 
90, 90, , , 
производные Ри ‚ Ри обращаются в нуль при и’ —=1, 9' =0, и функция С; по- 
[72 


ложительиа, если 2(и, 9) положительна. 

Для дальнейших исслегований, а также для распространения свойств геоде- 
зических линий на экстремали, отсылаем читателя к названным выше тругам. 

653. Разрывные (угловые) решения. Если не существует экслремалей, 
соединяющих лве точки Аи В, или если срели этих экстремалей нет ни огной, 
удовлетворяющей условиям э-стремума, то п‘ставленная залача не имеет реше- 
ния. Но иногда достаточно несколько расширить условия залачи, и решения 
будут существовать. Положим, например, Л == у? (у’ — 1)% днференциальное урав- 
иение экстремалей у(уу”’ - у? — 1) =0 распадается на два множителя. Общий 
нитеграл представляет семейство равносторонних гипербол 


= --2Сх-- С’, 


которые имеют ось Ох осью симметрии, и кроме того, имеется еше особая 
экстремаль у==0. Примем за точку А начало (хи == уу =0), и пусть х:=2, 


* Это не будет иметь места, если Р меняет знак в поле. Положим, напри- 
1 


мер, Р= хх’ + уу’ у? (хз-- у?) 2; прямые у=С образуют пучок экстре- 


малей, для которых трансверсалями служат круги х®-{- у? == С’. В прямоу! оль- 
нике, ограниченном прямыми х= =], у=--1, положение точки М не опре- 
делнтся, если будут известны у и х? -- уз. 
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у, =1 булут коорлинаты точки В. Этн лве точки не расположены иа олной 
ветви экстремали, и, следовательно, не существует кривой класса (1), с.единяю- 
2 


Ро 


щей эти гве точки и дающей минимум интегралу /—= \5°( у’ — ах. Этот ре- 


у 

зультат легко объяснить, если заметить, что интеграл, взятый вдоль ломаной АЕВ, 
составленной из отрезка (7,1) оси Ох и отрезка ЕВ, сое`иняющего точку 
Е(х=1 у=0) с точкою В, равен нулю, и следова ельна, всегга можно найти 
кривую класса (1), соегиняющую точки А и В, лля котор.Й интеграл / бу:ет 
иметь значение, как уголно близкое к нулю ($ 630) Таким образом нижняя гра- 
ница этого интеграла’ равна нулю, и ясно, что интеграл / не может достигнуть 
этой нижней границы на кривой класса (1). Но если в условии залачи, как она 
была поставлена в 65 620, згмонить кривые класса (1) кривыми класса (П), сохра- 
няя все остальные услэзия и опре; еление близости, то мы увидим, что реше- 
нием новой задачи будет лом1иая АЁВ. Эти решения называются разрывными 
(угловыми) реиениями. Эт» расширетие тем более естеств`нно, что всяксе ре- 
шение ‘первоначальной загачи является также решением раси'иренной залачи. 
Если, напри чер, тривая Г класса (1} лает интегралу / значение, меньшее, чем 
все соседние кривые того же класса, имеющие те же концы, то интеграл, взя- 
тый влоль кривой класса (1), соединяющий те же точки, не может иметь значе- 
ние меньшее, чем интеграл влоль кривой Г. В самом геле. в противном случае 
ее можно было бы ($ 637) заменить сосе`нею кривою Г” класса (Т), которая 
также давала бы этому интэгралу значение, меньшее значения, полученного 
вголь Г. Между тем из предылущего примера ви`но, что расширенная задача 
может иметь решения и тогла, когда первоначальная загача их не имеет. 

Рассмотрим еще раз пример Больиа ($ 641), в котором Р= у’? (у — 1% 
в предположении, что угловой коэфициент прямой АВ заключается между 0 
и 1. Ясно, что в этом случае задача имеет бесчисленное множест.о разрывных 
(угловых) решений, изображаемых ломаными линиями, соединяющими лве точки А 
и В, звенья которых поочередно параллельны прямой +=0 и прям: Й у==х. 
Нижняя граница интеграла, взятого вдоль кривой Г класса (!}, соединяющей 
две точки А и В, равна нулю, и яспо, что эта нижняя граница не достижима 
ни для какой кривой этого рола. 

Ясно, что в-якое разрывное решение может состоять только из некоторого 
‹исла дуг экстремальных кривых, соелиненных концами Кроме того, необхоли- 
мо, чтобы в угло ых точках выполнялись некоторые усл вия. Чтобы их полу- 
чить, положим, что некоторое разрывное решение ` изображается дугами лвух 
экстремалей АЕ и ЕВ, образующих в точке Б угловую точку Пусть, галее, Л, 


и Л будут значения интеграла ее) ах, взятые состветственно вдоль этих 


двух дуг. Если, заменяя дуги экстремалей АБ, ЕВ гвумя бесконечно близкими 
дугами, АЕ, Е’В класса (1), мы заставим точку В (х›, уз) описать бесконечно 
малую лугу ЕЁ’, то лля того чтобы путь АЁВ гавал экстремум интегралу, пер- 
вая вариация 8 (Л -- Л) лолжна быть равна нулю, каково бы ни было направ- 
ление ЕЁ’. Но в силу $ 625 имеем: 


&Л = [[ (%ь› Уз; 2) — РР (а, аз Р-Р (а, Уз; Ри) вуз, 
8Лл-==[Р (хз, Уз; Ра) — РР (жз› Уз; 63) 8х — Ру, (Ха, Уз; Ра) Уз, 


где р, и ра— угловые коэфициенты касательных к лугам экстремалей АЕ, ЕВ. 
Для того чтобы 8л + 8/, было равно нулю при любых значениях бха, ву», не- 
обходимо и достаточно, чтобы было: 


Ву (ха › Уз; В) = Ру (Жо, Уз; Ра), (109) 
Е (жа, 5; р) — РР (23, Уз; Ра) ==Р (ху, уз; Ра) — Ру (хз, У»; 23). (110) 


Для того чтобы точка ЕЁ с координатами (ха, Уз) могла быть Угловой точкой 
т 
разрывного рещения, необходимо, чтобы функция Ру (Ха, Уз; р) принимала одно 
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и то же значение для двух различных значений ру и р» аргумента р. Тогда вто- 
рая производная Руз(хз, уз; р) должна иметь по крайней мере олин корень 
между ри и р» и, следовательно, правильная задача не может иметь разрыв- 
ных решений ($ 621). 

При опрелетении разрывных решеиий, имеющих елинственную угловую 
точку и ссе“иняющих данные све точки А ин В, неизвестными являются коор`и- 
наты хз, у: точки Е и угл вые коэфициенты р,, р2. Если записать, что экстре- 
мали, выхогящие из точки Е, касательные к которым имеют угловые коэфиниенты 
Ра и Ра, прохогят соответственно через течки А и В, то получается рва новых 
условия, которые, булучи присоелинены к условиям (109) и (110), составляют 
систему как раз четырех уравнений. Лля ра. рыьного решения с любым числом 
угловых точек координаты каж’ой вершины и угловые коэфициенты касатель- 
ных к двум экстремалям, выходящим из этой вершины, лолжны уловлетвор»ть 
соотиощениям (149) и (110). Кроче того, две последовательные вершины при- 
иадлежат одной экстремали; каково бы ни было число вершин, число услевий 
всегда рэвно числу п'раметров, которыми можно располагать. В примере Больца 
уравнения (159) и (:14) не имеют гругих систем действительных решений, кро- 
е р: =0, р —1 или р, = 1. ра==0. Существуют только двл разрвных решения, 
имеюших егинственную угловую точку, но существует беснислеиное множество 
таких решений, кот‹ рые имеют больше звух угловых точек, как это ясно а рлоц. 

Если интеграл заган в параметрической форм?, то разрывное решение со- 
стоит из конечного числа дуг кривых класса С\, соедине! ных го\цами. Очевидно, 
кажгая из этих дуг должна быть пугою экстремали, и направления касательных 
в угл. вых точках должны удовлетворять двум соотношениям, которые можно 
получить тем же путем; 


В", (ка, у; 60$ 01, мп 0) = Ри (а, 9; с0$ 0:, 310), (1) 
Ей (2, Уз; 608 би, п 01) = Ри (ха, Уз; С03 (, зп 6,); 


здесь би 0, суть углы, образуемые с осью Ох положительными направлениями 
касательных к лвум дугам экстремалей в зочке (хз, а), ГДз э1и дуги соеди- 
няются, Отсюда следует также, что 


Е(ха, уз; 60$ 01, зи ви; со$ в, 511 0,) = 0, 


а, следовательно, в силу соотнот'ения (98) уравнение Ри (хз, у»; соз и, $т и) =0 
имеет по крайней мере одии корень, заключенный между 0, и 0,, т.е. правиль- 
ная задача не может иметь разрывных решений *. 
Примечание, Не всегда бы.ает возможно ввести разрывные решения. 
Мы видели, например, что значение определенного интеграла 
+1 
\ х?узах, 
—1 
взятого вдоль кривой Г, уравиение которой есть 
акс © 
ав +. р —а 7 
2 2 1’ 
агс {5 т 


стремится к нулю вместе с А. Крчвая Г неограниченно приближается при этом 
к ломаной АРОВ, кото ая состоит из двух отрезкев АР, ОВ прямых, параллель- 
ных оси Ох, и из огрезка РО оси Оу. Но эту лочаную нельзя рассматривать 
как разрывное решение, ибо интеграл взятый вдоль РО, не имеет смы-ла. 


* Полученные условия являются только необходимыми тля экстремума. Бо- 
лее погробное изложение разрывных решений чизатель найдет в диссертацин 
Каратеодори (Сагашёодогу, Об пяеп, 1904). 
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654. Односторонние варнации. Введение разрывных решений представляет 
в некотором смысле обобщение первоначальной залачи. В некоторых вопросах 
приходится, наоборот, уменьшать общность задачи, подчиняя искомые функции 
некоторым ограничениям. Положим, например, что требуется найти кривую 
класса (1), которая соединяет две точкн А и В, находящиеся на параллели к пря- 


мой у=х, и которая дает интегралу (у (у' — 1)24х минимум. Прямая АВ есть 


экстремаль, и можно непосредственно ‘показать, что условия Лежанлра и Якоби 
выполняются; но это не имеет места относительно необходимого условия Вейер- 
штрасса (5 336), ибо функция Ё (х, у; р» 9) влоль АВ равна р(р — 1)* и меняет 
знак вместе с р. Следовательно, экстремаль АВ не дает сильного минимума. Но 
еслн среди кривых, которые соединяют точки Аи В и у которых ординаты 
все время возрастают от А к В, искать такую, которая дает интегралу мини- 
мальное значение, то ясно, что прямая 
АВ является решением, ибо вдоль вся- 
кой другой кривой этого вида ин- 
теграл будет иметь положительное 
значение. В некоторых вопросах 
вариационного исчисления, имеющих 
физическое значение, этого рода огра- 
ничения определяются самим харак- 
тером задачи (см. упражнение 11). 

В предыдущем примере нёиз- 
вестиая функция у должна удовле- 
творять неравенству у’> 0. Можно 
было бы сильно обобщить за- Черт. 1065. 
дачу, предполагая, что неизвестные 
фуикции и их производные должны удовлетворять неравенствам любого вида. 
Мы рассмотрим только один простой случай, изучелие которого необхо- 
димо, ‘чтобы дополнить решение задачи, поставленной в начале этой главы 
($ 620). В самом деле, мы предполагали, что кривая, которая дает интегралу 
экстремум, находится вся внутри областн \, и этим самым исключаем из рас- 
смотрения случай, когда существует кривая, дающая экстремум и расположениая 
отчасти на границе области. Положим для определенности, что область 3 огра- 
ничена снизу, по крайней мере отчасти, кривою Г,, изображаемою уравнением 
у==Ф (х), где Ф (х) — функция класса (1). Кривая АДЕВ, состоящая из двух 
дуг АД н ЕВ, расположенных в области Х, и из дуги ОЕ пограничной кривой, 


может дать интегралу 2 у, у’) 4х значение меньшее, чем все соседние крн- 


вые класса (П), имеющие те же концы и расположенные в области \. Для этого 
прежде всего необходимо, чтобы АД и ЕВ были экстремалямн или состояли из 
дуг экстремалей, если эти кривые имеют угловые точки. Но вовсе не необхо- 
димо, чтобы функция Ф (х) была интегралом уравнения Эйлера. В самом деле, 
если мы заменим дугу ОБ, расположенною выше ее близкою дугою ДОЁ, то 
функция Ф (х) заменится на Ф (х) {т (х), где т (х) не может принимать отрица- 


+ 
тельных значений между абсциссами хз и хз точек р и Е. Значение Фо (0) про- 
изводной интеграла 


* 
Л = (РФ (а 69), ©" (9) + ат (9 4х, 


взятое при а==0, должно быть больше или равно нулю, какова бы ни была 
функция п (х) класса (!), удовлетворяющая в интервале (ха, хз) неравенству 
120 и равная нулю на концах. Если опять вычислить эту пронзводную, то из 
соображеинй, приведенных в $ 621, следует, что для этого необходимо и доста- 
точно, чтобы выполнялось неравенство: 


("0 (112) 
ду ах\ду 

вдоль всей дуги РЕ.Таким образом уравнение Эйлера заменяется неравенством (112). 
19 3. Гуров, т. ШИ, а, 2. 
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В точках ДР и Е должны выполняться новые условия. Вообразим, что мы за- 
меняем дугу АО близкою дугою АД’, которая имеет конец в точке О’ дуги ДЕ. 
Первая вариация интеграла л= (вах имеет вид ($ 625): 

АБ 


ВЛ (аа, Уз; 5) — узРу (жь Уз; У] ва -- Ру (жь У$ У) Зуь 


, в 
где хз у; — координаты точки О, уз — угловой коэфициент касательной в точке Г) 
к экстремали Л. Первая вариация интеграла /, взятого вдоль ОЕ, очевидно, 
равна — А (х» уз; ро) вхо, где ру есть угловой коэфициент касательной к ДЕ 
в точке Г). Замечая, что уз= рьёх» мы преобразуем условие 8(Л, Е Л) =0 
Ц ‚ 
в следующее: Р (ль, уз; Уо, р) ==0. Оно, очевидно, выполняется, еслн уз = ре, т. е. 
если дуги АД, ОЕ касаются друг друга в точке Е. Совершенно аналогичное 
условие мы получаем для точки Е, и к неравенству (112) следует присоединить 
еше два соотношения: 


Е (х» Ух У ‚ Ра) =0, Е(хзь Уз; Уз ‚› 2з) =0. {113) 


В случае интеграла в параметрической форме: 


есь ух, у) 


мы предположим, что координаты точек граничной дуги ОЕ суть функции х (5), 
у (5) длины дуги, отсчитываемой в положительном направлении. Пусть @ будет 
угол, который положительное направление касательной образует с осью Ох. 
Формулы 

х=х (5) — ($) 910 у==у(5) т (9) 036, 
в которых т (5) есть функция класса (1), равная нулю в точках Д и Е и положи- 
тельная или равная нулю в промежутке, представляют кривую вида ООЕ, рас- 


положенную в области У, если только |п| не превосходит некоторого предела. 
Если в функции Р переменные х и у заменить через 


х (5) — ж (5) 318 и у(5$) Ром (5) с0$ 6, 


то интеграл сделается функцией от а, производная которой при а==0 должна 
быть больше или равна нулю, каков бы ни был вид функции т (5). Повторяя вы- 
числения этой производной, мы находим, что для этого необходимо н достаточно, 
чтобы вдоль всей дуги ДЕ выполнялось неравенство: 


, , ” ” 
Тау — му) Ри -— `ухз 3 0. (114) 
Как и выше, можно показать, что в точках Ди Е должны иметь место соотнс- 


шения: , , 
г ' 
Е (ль Уз Рь 4% Хо, Уз) =0, Р(жв» Уз; Рз» 93; Хз» Уз) =0, (115) 


где р, 4; суть направляющие параметры положительного направления касатель- 
О х 
ной к дуге ОЕ, а х'1, У; — направляющие параметры касательной к экстремали. 


Таковы необходимые условия для того, чтобы путь АДЕВ давал относительный 
минимум, но эти условия вообще не являются достаточными *. 


* Условия (115) всегда выполнены, если экстремаль и граничный контур 
в общей точке касаются друг друга, причем положительное направление каса- 
тельной для обеих кривых совпалает. Если 2; (х, у; с0$0, эт 6) не может обра: 
титься в нуль на границе, то условия (115) могут быть выполнены только в этом 
случае. Аналогичное замечание можно сделать относительно условий (113). 
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ПРимеЕР. Пусть Р= ух Ух? -[ уз, гдеа — положительное число, а область % 
есть часть плоскости над осью Ох. Здесь не может быть разрывных решений, 
имеющих угловые точки над осью Ох, так как А; не может обратиться в нуль’ 
при положительном значении у. С лругой стороны, единственные экстремали, 
встречающие ось Ох, суть прямые, параллельные Оу. Следовательно, едиист- 
венно возможные разрывные решения состоят из двух отрезков АР, ВО, парал- 
лельных Оу, и части РО оси Ох. Непосредственно убежлаемся в том, что усло-’ 
вия (114) и (115) удовлетворяются. В иастоящем случае легко показать, что эти 


условия достаточиы и что путь АРОВ действительно дает интегралу [у* 45 


относительный минимум. Это непосредственно ясио для пути, который имеет по 
крайней мере одну точку на отрезке РО +. Пусть задан путь АЕВ над осью Ох, 
и пусть Е — самая низкая точка с ординатою, равною й, а Р'и ()’— точки на 
отрезках АР и ВО, имеющие также орлинаты #. Сравнивая элементы интеграла, 
соответствующие одной и той же орлинате, вдоль АЕ и АР’, а также вдоль ЕВ 
и О’В, легко видеть, что разность двух интегралов, взятых влоль кривой ЛЕВ и 
вдоль ломаной АРОВ, не меньше, чем й* (АЕ-|- ЕВ — АР — ВО}, а это выраже- 
ние при достаточно малом значении # положительно. Таким образом в случае, 
если через точкн Аи В проходят две экстремали, всегда существует один отно- 
сительный минимум, который дается разрывным решением, и другой относи- 
тельный минимум вдоль экстремали. 

655. Замечання об абсолютном экстремуме. В предыдущем примере всегла 


существует одна или две кривые, дающие интегралу \ у 45 относительный ми- 


иимум; одна из них есть ломаная, а другая, если она существует, есть кривая 
класса (1). Если существует только один относительный минимум, то он является 
также абсолютным минимумом. В случае, когда есть две кривые, дающие 
относительный минимум, одна из них дает также абсолютный миннмум, но это 
не есть необходимо кривая класса (1) **. В этом случае существование абсолют- 
ного минимума доказывается непосредственно. 

Но обычные методы вариациониого исчисления, вообнхе говоря, недоста- 
точны для доказательства существования абсолютного экстремума. В одной очень 
важной заметке *** Гильберт (НИБе!{) применил совершенно иной метод для пря- 
мого доказательства существования абсолютиого экстремума в некоторых част- 
ных случаях; это дало ему возможность дополнить доказательство Римана для 
принципа Дирихле. Мы не можем здесь за недостатком места развернуть эти: 
глубокие исследования и ограничимся только несколькими краткнми указаниями. 

Пусть для определеиности Р(х, у, у’) будет функция положительная в обла- 
сти ХУ для всякого конечного значения у’. Интеграл 


= Е (х, у, у) ах, 


взятый вдоль кривой класса (Т), нахолящейся в области \ и соединяющей две 
даниые точки А и В этой области, очевидно, имеет нижнюю границу Л 20 


* Пусть читатель сам сделает чертеж. 
** Доказательство можио найти у Адамара, стр. 414 и след. Доказательство, 


которое у иего приводится для а== > ‚ распространяется на случай любого по- 


ложительного числа. 

ж#% Пещеспе МаШетаЧкКег-Уегецириля (Лайгезретсще, т. УПЬ 1899, стр. 184) 
перевед. на французский Ложелем (Гацре!) Моноейез Алпа!е5 ае Малёта- 
Надиез, 1900, стр. 377; Матетанзейе Аппайеп, т. МХ, 1904, стр. 161. См. также 
Герезрце, Аппай 4 Маетанса, 3-я серия, т. УН, 1902, стр. 342—359; Юепа{- 
сопН еР Стеоо пийетаинсо а: Риегто, т. ХХИ, 1907; Адамар (стр. 484—490); 
Больца (глава УП); Хагетьа, ВыНенп @е РАсадепие 4е; Зыепее 4е Сгасоше, 
1909, стр. 197—264. Первая часть доказательства Гильберта, устанавливающая 
принцип Дирихле, была применена Агхе!а (Юел@сопИ аеИа Ю. Асааета 4 
Воовпа: 1897). Это указание дал мне Лебег. 


19* 
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Можио, вообще говоря, бесчисленным множеством способов составить после- 
довательность кривых С., С»,..., Си... класса (1), расположенных в области %, 
соедиияющих А и В и таких, что интеграл Л» взятый влоль С», стремится к Л 
при неограниченном возрастании л. Достаточно взять последовательность поло- 
жительных чисел „, которые стремятся к нулю при иеограничеином возраста- 
нии п, и выбрать кривую С» так, чтобы было | ^ —Л|< и. Пусть у= р, (х) 
будет уравнение кривой С„. Если / действительно достигает своей нижней гра- 
ницы Л для кривой Г класса (Т), изображаемой уравиеиием у == Ф (х), то ясно, 
что кривые С„ можно выбрать так, чтобы функция },(х) при неограниченном 
возрастании п имела своим пределом Ф(х). Обратио, для того чтобы можно’ 
было утверждать, что У достигает своей нижней границы для кривой класса (1), 
необходимо доказать, что можно выбрать кривые С„ так, чтобы они удовлетво- 
ряли трем следующим условиям: 

1. и (х) стремится к Ф (х) при неограничеином возрастании п. 

2. Функция Ф (х), а следовательно, соответствующая кривая приналлежат 
к классу (1). 

3. Интеграл У, взятый вдоль С „, имеет своим пределом интеграл, взятый вполь Г. 

Эти три части должны быть доказаны послеловательно. Например, верхняя 


‚взятого вдоль кривой класса (1) или (П), соеди- 


1 
аница иитеграла „=| ах. 
гр Ц гр — ] + у? 


о 
няющей точки (0,0) и (1,0), равна нулю. В самом деле, если взять 


У== й зщ (пкх), 
1 


Ут -Е ле 
ченном возрастании л оно стремится к иулю, хотя функция {,(х) не стремится 
ни к какому пределу. С другой стороны, может случиться, что }„(х) стремится 
к функции Х(х), ие принадлежащей к тому же классу, что и },(х). Так, в при- 
агс {р (пх) 
агс 2 п 
нии м имеет своим пределом разрывиую функцию. 
Может, наконец, случиться, что функция },(х) равиомерно стремится 
к функции Д(х) того же класса, между тем как интеграл /» соответствующий 


# 
функции Й„ (х), не имеет своим пределом интеграл Л соответствующий функ- 


то соответствующее значение иитеграла будет т ‚› при неограни- 


мере Вейерштрасса ($ 635) фуикция 


при неограничеином возраста- 


1 
ции {(х). Положим, например, Р = (у’? — 1) -- у?. Интеграл | гах, ВЗЯТЫЙ влоль 


0 
кривой класса (П), соединяющий точки (0,0) и (1,0), имеет нижнюю границу, 
равную нулю. В самом деле, рассмотрим кривую С„, состоящую из отрезков 
прямых, попеременно параллельных двум биссектрисам углов, образованных 
п 


осями, и проходящих через точки оси Ох с абсциссами 0, пет, | 
1 
соответствующий интеграл имеет значение -^_. При неограниченном возра- 


1212 
стании л ордината точки С„, соответствующей произвольному значению х, за- 
ключенному между 0 и 1, равномерио стремится к нулю; интеграл Л, также 
стремится к нулю, межлу тем, как интеграл, взятый вдоль предельной кривой, 
каковою здесь является ось Ох, равеи единице. 
Все эти трудности были преодолены в некоторых частных случаях, изучен- 
ных в вышеприведенных работах *. 


* В последних мемуарах, опубликованных в Келёсепй 4еЁ Сисоо Маёйе- 
тайсо @ Раегто, Тонелли доказал прямым методом при Фчень широких прел- 
положениях существование решения первой задачи вариационного исчисления 
и, следовательно, существование решения уравнения Эйлера — проходящего че- 
рез две данные точки. Метод Тонелли использует понятия, введениые Лебегом 
в теорию функинй действительного переменного. . . 


ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ х 


ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ 


1. Изучить задачу $ 620, полагая, что Р имеет одну из следующих форм: 


п 
хту р УЗ, (и у? УТУ. 
2. Если функция Р ие зависит от х, то уравнение Эйлера имеет множи- 
На 
тель —- (Якоби). 
ду" 
3. Всякому диференииальному уравнению второго порядка вила: 


У=ОС(х, уу) (Е) 


соответствует бесчислеиное множество залач вариационного исчисления, кото- 
рые приволят к этому уравнению. Показать, что если проинтегрировано уравне- 
ние (Е), то можно получить все соответствующие виды функции Р(х, у, у’) 
с помошью квадратур. (Дарбу, Трбопе 4ез зиПасез, т. Ш, $ 604—605.) 

Указание. Функция Р(хь у, У’} должна удовлетворять условию: 


Е ‚ Е Е РУ 
= 
ду’ дуду дхду’ ду 


откула получается линейное уравнение первого порядка: 


922 
для опрелеления М = уз . Это последнее уравнение интегрируется с помошью 


олной квапратуры, если известно решение уравнения (Е). 

4. Вывести из результатов предыдушего упражнения, что все залачи вариа- 
‘ииснного исчисления, для которых экстремалями служат прямые линии, полу- 
чатся, если в качестве функции ГР взять следующую фуикцию: 


У 
‚3$ эф 
= | о’ офф -з0 + +, 
ду 9х 
6 


тле Ф есть произвольная функпия от х и у, а Ф есть произвольная функция 
от ё и от у— д. 
5. Найти зкстремальные кривые для интеграла 


№ 
=, дУГРУЕРЯ ая. 
№ 


Из лиференциальных ‘уравнений (10) и (11) мы получаем: 


= фу +2 Е уг 
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ИИ # 
Отсюда получается первый интеграл “== СУТ -+ уз-+- #1. Полагая х-= я и 3а- 


меняя | - у?-- 2” иа Е ‚ мы получаем диференциальные уравнения ‘экстремалей: 

14 9 

ав  2ду’ 96 

6. Пример Шеффера (ср. $ 635). Пусть Р = х8уз - хуз. Отрезок (— 1, + 1) 

оси Ох представляет экстремаль, удовлетворяющую условиям мннимума Лежанлра 
и Якоби. Этот путь не дает, однако, минимума интегралу 


+1 


бунта 


—1 


ибо этот интеграл имеет отрицательное значение, если его взять влоль ломаной, 
определенной формулами: | 

П у=х-й от — В до 0; 2) у=бжх-й от 0 ой; 3) у=0 от —1 
до —Йиотй# до 1, где й — очень малое положительное число.’ Это значение 

2 

равно /9 (5*— 1] . 

7. Для того чтобы уравнение (34) $ 629 уловлетворялось тождественно, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы функция Р была вида: Ар-- Ва -- С, где А, ВиС 

9В 


суть функции от х, у, 2, удовлетворяющие условию 5х + РИ Ру Истолковать 
х у г 
результат © помощью формул $ 155 (т. 1). 
8. Замечание Дю-буа-Реймона в применении к двойным интегралам. Сле- 
дующий пример Адамара показывает, что первая вариация двойного иитеграла 


р 


К Е (х, у, 2, р, 9) ах ау 
(4) 


может быть равна нулю для функции 2=У(с, у), тогла как функция } неё имеет 
вторых производных. Пусть 


Е=р— 9% 2==}(х у), 


где { имеет непрерывную первую производиую. Тогда 


м=2\л [ав м, — пу] ах ау. 


(2) 
Положим: 


хРу=и, х-у=о, т(х, у) = (1. 5). 
Предыдущий двойной интеграл принимает вид: 
, ‚ ты й ' 
((х (х — У) №, — пу] @х ду = — (\ Г’ (1) 9, (и, о) ана, 
(4) {) 
гле функция + (м, 9) равна нулю на всей границе поля А”, соответсттующего 


полю А плоскоати ху. Двойной. интеграл равен, нулю в силу первой формулы 
Грина, причем нет необходимести прелродагать, что [':(#} имеет производную, 


ДОПОЛНЕНИЯ И УПРАЖНЕНИЯ 295 


9. Если, приравнивая нулю первую вариацию двойного интеграла, мы нолу- 
чим уравнение Монжа-Ампера, лля которого две системы характеристик совпа- 
дают, то это уравнение допускает два различных промежуточиых интеграла 
(ЗозеЁ? КшзснакК, МайетаНзсйе Аппа{еп, т. 56, стр. 164). 

10. Геодезические линии. Если в качестве иезависимого переменного взять 
длину дуги 5 геодезической линии, то диференциальные уравнения, определяю 
щие и и уз, будут следующие: 


2 Ра {еш’ + р} ==еи?- ии + в, 
? О (Е) 
2“ {уе + в} =еи-- 2 - 2,0? 


1. 


вместе с соотношением: ен’? | 2йго’ -- 202 ==1. Из формул, определяющих е, р, 
2 (1 5 131), получаем: 


дх Чх 
еш’ -- №’ = — —. 
+1 ди 4$ 
Диференцируя по $, находим: 
а , ‚ дх ах "у Г) "”, ” 
— геи о 9—0) (ие = 
45 | +л } Эн а в Е в р.) 
Эк а2х 1, ‚ 1, 
= — ен рит’ + — вл, 
ди а 2“ л. 27" 
Принимая во внимание первое из уравнений (Е), получаем. 
Эх 4х _ 
фи 45? ° 
Точио так же можно показать, что 
дк 
ди 45 


Таким образом главная нормаль к геодезической, направляющими параметрами 
@х Фу 9422 


г “=, “^^, является также нормалью к поверхности 
45%’ 45?’ 45’ р р 


которой служат 


(ср. $ 627). 
|. Тело начменьшего сопротивления (Ньютон). Пусть некоторое твердое 
тело вращения перемешается параллельно оси, и пусть каждый элемент поверх- 
ности испытывает нормальное сопротивление среды, пропорциональное квадрату 
нормальной составляющей скорости. Требуется найти форму меридиана так, 
чтобы сопротивление срелы, которое, очевилно, параллельно оси вращения, было 
минимум. Если ось врашения принять за ось Оу, то задача прнводится к нахо- 
ждению мииимума интеграла о 
м 
` хах 
=] ——> 0<м<х,. а 
туз 0<%<*® («) 
№ 
Диференциальное уравнение Эйлера интегрируётся легко, и все экстремали, 
кроме прямых у = С, получаются из частной экстремали 
(Е у)? 
= ——_ 


у 


У 
Зуз , 
у уз — 81| в 


переносом, параллельным Оу, или гомотетичным преобразованием с . центром 
в начале, 
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1 
Когда у’ изменяется от 0 до 79, хиу все время убывают, и точка (х, у) 


описывает бесконечную ветвь Г” кривой класса (1), имеющую аснмптотическое 
направление, параллельное Ох, и заканчивающуюся в точке возврата Р. Когда у’ 


возрастает от 7 до со, хи у возрастают, и точка (х, у) описывает бесконеч- 


ную ветвь Г’ класса (Г), выходяшую из точки Р и имеющую ось Оу асимптоти- 
ческим направлением. 

Вторая производная у” положительна в каждой точке кривой Г’ и отрица- 
тельна в каждой точке кривой Г’. Для любой дуги АВ ветви Г’ выполняется 
условие минимума Лежандра, ибо 


р" —_ 2х (3—1) 
7 (У ° 


Эта пуга удовлетворяет также условию Якоби ($ 634), но ие удовлетворяет усло- 
вию Вейерштрасса, ибо функция Е нмеет вид; 


лс О’ 2 ру 1] 
Е(х, у, У ‚ р) =х (1 + у)? (1 + 2?) ы [69] 


Таким образом с изменением р функция Е может менять знак, если только 
экстремалью не будет отрезок, параллельный Ох. Эта экстремаль, очевилно, дает 
интегралу / максимум. Оставляя в стороне этот частный случай, мы видим, что 
никакая экстремаль не может дать сильного экстремума интегралу У. Этот ре- 
зультат легко объяснить, если заметить, что “значение интеграла / заключено 
м — № . 

5—› и это значение можно выбрать как у:одно близко к одной 
из этих двух границ. С одной стороны, если в качестве Г выбрать ломаную, 
стороны которой составляют очень малый угол с осью Оу, значение 7 будет очень 
мало. С другой стороны, если за Г выбрать ломаную АСВ, составленную из 
отрезка АС, параллельного Ох и кончающегося в точке С с абсциссой х, — 1, 
и отрезка СВ, то значение /У вдоль этого пути при приближении # к нулю стре- 


между 0 и 


2 р 
ж—х 
0 
мится к 5 . Интеграл / не имеет также сильного экстремума, если его 
взять в параметрической фогме: 
хх’ 
ме 
у хеУу 


так как Р есть рациональная функция от х’, у’($ 649). Казалось бы, что залача 


Ньютона не имеет решений. Но можно подчинить искомую кривую вполне 
естественному дополнительному условию, по которому ординаты в этом интер- 
вале все время изменяются в одном направлении. В противном случае физиче- 
ская гипотеза, из которой мы исходили, была бы, очевидно, неприемлема. Среди 
всех кривых класса (1), соединяющих две точки Аи В и ординаты которых 
при перемещении по дуге АВ все время меняются в одном направлении, 
требуется, следовательно, найти такую, вдоль которой / принимает минимальное 
значение. Можно получить дугу экстремали, удовлетворяющую этому условию, 
если взять на дуге Г’ дугу АВ, полученную изменением у’ между двумя преле- 


лами У и у, большими единицы. Пусть ®, будет полученная таким образом 
дуга экстремали, она принадлежит полю экстремалей, для которого можно 
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взять и(х, у} == р(х), где р— угловой коэфициеит касательной ‘к 6%: в точке 
с абсциссой х, и В(х, уи, У) имеет вид: 


Ех у У) =х р ип 
ии (1-2) (1-Е 223 `` 

Из формулы (67) $ 639 следует, что разность Л. —\ положительна вдоль 

любой кривой Г, соединяюшей две точки Аи В, для которой у’> 0. 

12. Задача Виейля (УеШе). Требуется соединить данные две точки Аи В 
линией данной длины лак, чтобы ортогональная проекцня этой линии на данную 
плоскость была максимальной. 

х 
—— 
Залаза приводится к нахождению максимума интеграла (УгЕузах прн 
% 
№ 
условии, что интеграл № + у"-+2”4х имеет лаиное значение /. Согласно ме- 
% 
толу, изложенному в $ 628, диференыиальные уравнения экстремалей получатся 
если приравнять нулю первую вариацию интеграла 


т 
{{ИГЕУКУТУТЕ 2} ах, 
№ 


где К есть постоянный множитель. Эти уравнения суть: 


1 1 2? гг 
+ КИ у— Ку’: 5=0 
(1+2) ЧУ 29) (уз 22: 


у’г’г”" —_ {1 + уз) 2" — 0. 


Отсюда получаем у” = 2” — 0, если только коэфициенты при у” и 2” ие пропор- 
циональны; в этом случае было бы 


и = УГ уЗУИК— 1 


а из этого соотношения вытекают первые два. Таким образом экстремалями слу- 
жат прямые линии и спирали на цилиндрической поверхности, образующие ко- 
торой параллельиы оси О2. Ясно, что эти спирали и дают решение задачи, как 
это можно было предвидеть геометрически. При этом существует бесчисленное 
множество решений,.ибо форма плоского сечения цилиндра остается неопреде- 
ленной. 

13. Всякое уравнение в частных производных первого порядка 


опререляет семейслво трансверсальных кривых для некоторой задачи варизиион- 
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ного исчисления. Соответствующая этой задаче функция Р получится, если взять 
особый интеграл диференциального уравнения 


ФЕ УЕ Е) = 


где у’ — независимое переменное, Р — не звестная функция, а х и у рассматрн- 
ваются как параметры (см. $ 642—643). 
14. Тот же вопрос для уравнения в ч стных производных 


39 30 >) 
Ф х, У, 2 — т 

9х ду 92 
Среди полученных функций А (х, у, 2; у’, 2') есть только одна, которая приво-ит 
к правильной задаче. 
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— произведения [. 2 38, П. 1 26 

— — функций 1. 1 26 

Бесселя неравенство Ш. 2 113, 118, 
130, 140, 145 

— 58 для биортогональных систем Ш. 2 
2 


— уравнение ИП. 2 131, 145, 169, Ш. 1 
130; Ш. 2 190, 192, 200 

Бер (Ване) 1. 1 171 

Бернулли Даииил (Раше1 Вегпон!Ш) И. 1 
18, 165, 166 

— уравнение Ц. 2 17 

— способ Ш. 71 113 

Бернштейн С. Н, Г 2 88, ПЕ. 1 194 

Бертран (Вецгапа) 1.7 126, 142, 257; .2 
180, П. 155; П. 247 

Бертрана метод |. 2 229, 230 

Безти (Ве) Ш. 1 243 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Билинейное преобразование Н. 1 48 

Билинейный ковариант |. 7 148 

Бинарная кубическая форма |. 1 122 

Бинормаль |. 2 154 

Биортогональные системы Ш. 2 68, 133 

Бнрациональное преобразование П 1 189 

Бициркульная кривая П. 1 190 

Блашке (В]азсНке) И. 1 258 

Блюменталь (Витег! Ба!) П. 7 131 

Боджио (Вод8ю) Ш. 1 202 

Больца (Во]2а} ТИ. 2 203, 241, 291 

— пример ИГ. 2 248 

Больцано (Во!хапо) принцил Т. 1 17 

Бонне (Воппе{) 1.17 163; [. 2 209, 210, 
217 

Борда (Вог4ай 1. 2 110 

Борель (Воге!) 11 70; Н. 1 131, 212, 
213, 215 

Бохер (ВбсНег) Ш.2 9, 153 

Брахистохроны задача Ш. 2 213 

Брио и Буке (Впоё её Воидие!) И. 1 
192; П. 251, 65, 173, 175, 176, 178, 152 

Броун (Вго\мпе) №. 2 25 

Брунс (Вгип$) Ш. 7 219 

Бруса охлаждение Ш. 2 160 

Буке (Воиаце!) 1. 2 160, 172 

Булиган (Во! Неи@) Ш, 1 147, 174 

Буль (Вон!) П. 2 210 

Буницкий П. 2 50 

Буссине (Вонз$теза) Ш. 1 87, 95 

Бура теорема 1. 2 217 

Бутру (ВоиНноих) П. 2 195 


Вариации постоянных метод Ш. 1 84 

Вариация 1. 1 353, 1. 2 207 

— односторонняя Ш. 2 289 

— первая Ш. 2 208, 219 

— — двойного нитеграла Ш. 2 229 

— сильная Ш. 2 259 

— слабая ИЕ. 2 259 

Вейерштрасс (\Уеетзназз$) 1. 1 29. 39; 
1.2 83, 108; П. 1 126; П. 251; Ш. 1 
169 

Вейерштрасса обозначение эллиптиче- 
ской функции ПП. 1 153, 168 

— первичные множителн П. 1 126 

— теорема Г. 2 108, 111; П. 1 82, 87, 
242, 259; Ш. 1 88, 97, 222 

— теория (вариационного исчисления) 
Ш. 2 267 

— условие Ш. 2 277 

— формула П. 1 60 

— элементарчые делители П. 2 136 

Вейль (\еу!) Ш. 2 105, 141 

Верхняя граница множества [. 7 16 

— — функции 1. 721 

Ветвь функции П. 7 19 

Виванти ( УЛуапН Ш. 29 

Вивиани (УА\мап0 [. 7 305 

Виейля задача Ш. 2 296 
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Винтовая линия [. 2 164, 216 

— — круговая 1. 2 148 

Виртингер (\!иНлеет) 1. 1 116 

Витали (\Уиа|) П. 1 258 

—- теорзма Н. 7 263 

Вихревой вектор П. 2 230 

Вихрей поверхность П. 2 230 

Вихря линия ЦП. 2 230 

Внешняя задача 11. 7 179, 180, 217 

— — для шара 219 

— область Ё. 1 34 

Внутренияя задача Ш. 1 180, 217 

— — для шара Ш. 1 218. 219 

— область 1. 1 34 

Волна правильная Ш. 1 109 

Вольтерра (\Уо Цетга) ПИ. 1 88, 135, 140, 
243; Ш. 29, 22, 25, 46 

— способ Ш. 1 137 

— уравнение Ш. 2 9, 38, 45 

— — первого рода 11. 2 19 

— — второго рода Ш. 2 20 

Вполне интегрируемая снстема (урав- 
нений) П. 2 57, 222, 242 

— линейные уравнения Ш. 1 74 

Вронского определитель И. 2 108, 133 

Вспомогательная система Ш. 1 9 

Вспомогательный параметр ИП. 2 43, 44 

Вторичная каустика 1. 2 118, 177 

Выметания метод Ш. 1 174, 242 

Выпуклая поверхность [. 2 186 

Высшие диференциалы Г. 1 56 

— производные 1. 1 39, 86 

Высших порядков уравнения П, 2 39, 

194, 272 

Вычет Й. 1 88 

— полный П. 1 105 


Галуа (Са101$) П. 2 119 

Гамбье (башЫег) Ц. 2 195 

Ган (Напа) Ш. 29 

Гармонические функцин ПЕ, 1 143—148, 
155, 156, 159, 164—166, 168 

— — в окрестности изолированной осо- 
бой точки Ш. 1 146 

— — комплексного переменного Ш. 7 
145 

— — трех переменных Ш. 1 204—206 

Гармоническнй ряд 1. 2 52 

Гарнака теорема Ш. 1 162, 230 

Гарнье (багет) П. 2 196 

Гаусс (Саиз$) [. 7 214, 256 

Гаусса гипергеометрический ряд П. / 
207 

— интеграл Ш. 7 210 

— сумма Н. 1 120 

— теорема Ё 2 222 

— уравнение И. 2 143 

— формула 1. 1 237; 1. 2 188 

Гауссова кривизна |. 2 213 

Гедрик (Нечиск) |. 221; Ш. 1 196 
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Геликоид [. 2 196, 202, 206, 216; П. 2 
218, 241 

Географические карты 1. 2 226 

Геодезическая кривизна 1. 2 220 

— линия |. 2 220; И]. 2 228, 283, 294 

Геодезическое кручение 1. 2 29 

Геометрическое истолкование произвол- 
ной Ш. 1 45 

— представление 
уравнения П. 2 75 

Гессе (Неззе) 1. 1 121 

Гильберт (НИБен) Е. 7 196; ПТ. 7 196; 
1.2 48, 672, 108, 114, 118, 130, 192, 
256, 291 

Гипербола (площаль) 1. 1 225 

Гиперболический синус, косинус 1. 1 
226 

Гиперболическое пгеобразование П. 7 


диференциального 


— уравнение Ш. 1 82, 167 

Гиперболоид 1. 2 203 

Гипергеометрический ряд П. 1 207; И. 2 
144 

Гиперповерхность 1. 1 7), 80 

Гиперсфера Ш. 1 33 

Гипоциклоида 1. 2 117 

Главная нормаль 1. 2 151 

— часть фуикции П. 1 85, 86, 104 

Главное значение логарифма П. 1 32 

— — обратной тригонометрической 
функции П. 1 35 

Главные касательные 1. 2 191 

— ‘направления Г. 2 191 

— нормальные сечения 1. 2 189 

— радиусы кривизны Г. 2 159, 191, 205 

— — — геликонда Ё. 2 206 

Главные союзные группы Ш. 2 81 

— фуикции 11. 2 81, 86 

— центры кривизны поверхности {. 1 112 

— ядра Ш. 2 78 

Главный интеграл Ш. 7 85, 88 

Голоморфная функция П.1 165 

Гольдич (Ноай$Н) Г. 1 259 

Гомографическое преобразование |. 1 


Горловая линия 1. 2 171 

Граничные задачи Ш. 1 267, 270 

— Условия Ш]. 1 112 

Граница верхняя и нижняя множества 


фуикции Ё. 721 

Гревс (Отауез) 1. 7 180 

Грин (Стееп) 1. 1 287 

Грина формула Ш. 1 89, 261, 263 

— — вторая Ш. 1 153, 154 

— функция Г. 3 184-185, 229—230, 272 

— -—- для уравнения эллилтическо;: о 
типа 11. 1 194, 196 

Группа инвариантов И. 2 98, 99 

Группа каноннческая. Ш. 2 82 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Группа непрерывная с одним парамет- 
ром ЦП. 2 932 

— переносов И. 2 95 

— продолженна, П, 2 93 

Группы подобные 11.2 93 

Гурвиц (Нигунг) Ш. 2 114 

Гурса (Соигза!) |. / 21, 80, 131, 149 
И. 7 64, 223, 250; ИП. 2 79, мь 170 
171, 206, 259; ПЕ. 1 45, 57, 108, 133 
11. 2 64, 65, 59 

Гутцмер (Зиётег) Т. 1 76 

Гюгонио (Ниропо!) Ш. 1 65, 116 

— задача [1]. 7 142 


Даламбер (ФА етьей) 1.2 11 

Даламбера мето: П. 2 126, 129 

Дарбу (Рафоих) 1. 1 39, 155, 155; 2 
142, 181, 208, 229; П. 1 49: П. 247, 
51, 85, 120, 203, 236, 249; 11. 19, 6&, 
71, 114, 124, 142; И. 2 293 

— определение общего 
Ш. 1 47 

— теорема П. 2 34—35 

Дарбу-Кнезера метод ИТ. 2 284 

Дарбу-Эрдмана метод ПП. 2 237 

Движение несжимаемой жидкости 1. 2 
90, 92 

Двойная линия [. 1 102 

— точка |. 1 98; {. 2 91 

Двойной интеграл [. 1] 274, 276, 305, 
357; П. 1 229 

Двоякоперн ›лическая функция П 1 145, 
148; |. 2 148 

Дедекинд ()едекша) 1. 7 12 

Действительная ось 11. 1 10 

Действительные бесконечные произве- 
дения Г. 2 42 

Делассю (Ое!аззиз) И. 2 279 

Делитель общий наибольший ИП. 2 118 

Дель-Аньола (4е1! Арпо1а) 1. 1 212 

Диксон (О!хоп) П. 2 50 

Дини (рим) ПЕ 2 120 

— формула Ш 1 202 

Днрихле (РисШе!) 1. 7 65, 335; ИЕ 1 
40 


— задача Ш. 1 87, 157, 168, 163; ПЕ 2 
167, 185 

— — внешияя Ш. 2 175 

— — для выпуклого контура П1. Г 173 

— — для кольцеобразной области 1]. 
1 202 

— — для контура с угловыми точками 
Ш. 2 201 

— — обобщенная ПТ. 1 174-176 

— формула ПЕ. 2 12, 18, 23 

Диференциал 1. 1 52 

— первого, второго порядков 1. 1 52 

— полный 1. 7 54; ИП. 225, 26 

— — сложной функции Ё. 1 56 

— произведения 1. / 58 


инте: рала 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Дифереициальное уравиение (см. урав- 
нение) 

— — развертывающихся поверхностей 
1.2 128 

Диференциальные биномы 1. Г 231 

— параметры Бельтрами 1. Г 148 

— — Ламе 1. 1 143 

Дифере-циальный инвариант Альфана 
1.1 147 


Диференцироваиие под знаком интег- 
рала 1. 7 203 

— определенных интегралов Г. 7 359 

Длина дуги кривой Г. 1 175 

Домиианта 11. 7 10 

Дополнительная кривая 1. 2 180 

Дуга аналитической кривой Ш. 7 164 

Дуга правильная 1. 2 59, Ш. 1 164 

Дюамель (ОиНате]) 1. / 152; [2 19 

Дюбуз-Реймон (Чи Во Веутоп@) 1. 
2, 1 

Дюпен (Рири Г. 2 176, 207 

Дюпена теорема 1. 2 207, 210 


Ермаков Ш. 2 256 
Естественное уравнение Г. 2 160, 161 


Жаме (/ате 1. 2 196; Ш. 7 142 

Жевре (Озуте) Ш. / 243 

Жергонн (Сегооппе) [. 2 176 

Жордан (/огаап) 1. 1 28, 34; 1. 2 37; Ш. 
2161 


Задача вариационного исчисления ппа- 
вильная Ш. 2 209, 216, 213, 288, 297 

— Вивиани Г. 1 305 

— Гюгонио Ш. 1 142 

— Дирихле 11. 1 87, 157, 168, 169 

— для выпуклого контура Ш. 1 173 

— для кольцеобразной областн ПЕ. 1 
202 

— для обобщения Ш. 1 174—176 

— изопериметрическая 11. 2 228 

— изученная Фурье Ш. 7 99 

— Коши И. 2 242; 1. 1 16, 121 

— — для уравнения второго порядка 
с двумя независнмымн переменными 
Ш. 151 

— — для уравнения второго порядка 
с п переменными Ш. 1 19 

— — для уравнения гиперболического 
и параболического типа 1. 7 86 

— — для уравнеиия Лапласа Ш. 1 76, 


— Неймана ПТ. 7 198 

— — для окружности Ш. 1 201 

— о брахнстохроне Ш. 2 213 

— о кольце Ш, 1 96—97 

Задачи граничиые 11. 1 267—270 
Замена перемениых |. / 123, 288 

=— — в двойных интегралах |. / 290 


20 в, Гурса, т. Ц; *. 8 
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Замена переменных в криволинейных 
интегралах [. 1 200 

— — в простых интегралах 1. 1 180 

— — в тройных ингегралах [. 1 330. 

Замкнутая кривая 1. 7 34 

— область . 7132 

Замкнутый промежуток 1. 1 21 

Заремба (Хатетфа) ПШ. 1 175 

Звезда П. 2 73 


Иенсена формула ИП. 1 99 

Изменение отрезка прямой 1. 1 179 

— постоянных (метод, П. 2 112 

Изолировянная тозка |. / 98 

— — кривой 1. 2 93 

Изолированное решение 1. 2 201 

Изотермические линии НП. / 51 

Инварнант группы И. 2 98, 99 

Инвариантность П. 2 89 

Инварианты Ш. 1 67 

— интегральные П. 2 89 

— теории эллиптических функций И. 
1 157 

Инверсия [. 1 129, 130; Н. 1 48 

Инволюция (системы в инволюции) П. 
2 267 

Индикатриса 1. 2 159 

— сферическая 1. 2 148 

Интеграл аналитический Ш.1 245—245 

— аналогичный потенциалу Ш. 1 525 — 
2 

— Гаусса Ш. 7 210 

— зависящий от прерывных функций 
Ш. 7 85 

— как функция начальных значений Ш. 
14—18 

— Коши Ц. 1 70, 221 

— неопрелеленный 1. 1 166, 215 

— общий ИП. 29, 29, 31, 33, 34, 36, 37, 
49, 44, 43, 63, 6›, 67, 82. 87, 103, 122, 
126, 1`5, 215, 224, 235, 238, 275 

— определенный 1. 7 151, 351 

— — между мнимыми пределами И. 1 


— особый П. 2 23, 33, 50, 83, 195, 200, 

20, 206, 222, 284, 236, 251, 266; Ш. 
56 . 

— первый П. 2 253, 234, 238, 244, 254, 
56 

— правильный Ц. 2 59, 61, 62, 135, 138 

— Пуассона Ш. 7 157—162 

— равномерно сходящийся Ш. 1 149 

— ультраэллиптический ПИ. 1 110, 251 

— частный И. 2 9, 26 

— Эйлера № 7 309 

— — 11 197 

Интеграла сходимость П. 2 57 

Интегралэв вычисленте ПП. 1 91 

Интегралы Абеля |. 1 227 

— двойные |, 1 274, 276, 306, 357; П. 1 229 


306. 


Интегралы Дирихле 1. / 336 

— кратные 1. 1 321, 337 

— криволинейные [. 1 183, 198, 343, 351 

т диференциальных биномов 1. 1 

— по замкнутому контуру П. 1 61 

— по поверхности Г. 1 313 

— псевдо-эллиитические |. 7 241 

— (расширения попятия) 1. 1 189; П. 2 
259 

— тройные Т. 1 321, 364 

- эллиптические [. 1 238 

Интегральная кривая 1. 2 9, 66, 67, 83, 
85, 164, 173, 178, 129, 208, 253 

— поверхность Ц. 2216, 225, 234, 242 — 
246, 251, 253 

Интегральное уравиение П. 2 67, 68; 
Ш. 7 85, 171 

— — однородное Ш. 2 11 

— — двух переменных Ш. 2 17 

Интегральный логарифм [. 1 251 

Интегрирование под знаком интеграла 
1. 1255, 280 

— по частям [. 7 183 

Интегрирование рациональных функций 
11215 

— рялов 1. 7 260 

— трансцендентных функций Г. 1 143 

— функций комплексного переменного 
П. 7 36 

— целого ряда 1. 2 60 

— эллиптических функций П. 7 166 

Интегрируемые комбинации характери- 

_ стик ИП. 1 58, 5 

— функции Г 7 157 

Интегрируемое сочетание уравнепий И. 
2 84 


Интегрируемости условие 1. 2 223, 227, 
228, 230, 232 

Интегрирующий множитель П. 2 25, 
29, 30, 36, 49, 63, 87, 89, 102, 119, 228 

Интегро-лиференциальное уравнение [1]. 
1 142; 1. 2 16, 35 

Интерполирование |. 7 254 

— (метод Гаусса) 1. 1 256 

Иосахимсталь 1. 2 297 

Иосахимсталя теорема 1. 1 205, 219 

Иррациональные функции НИ. 1 17 

— числа 1. 111, 12 

Исключение постоянных П. 29 

— произвольных функции П. 2 272 

Исключение пределов П. 2 51, 55, 71 
280 


? 


Каналов поверхности П. 2 276 

Канонические уравнения гиперболиче- 
ского типа Ш. 1 47 

— — параболического типа НЕ 1 74 

-.—- эллиптического типа 1]. 1 74 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Канонический вид П. 2 135, 163 
— -_ уравнений в вариациях 11. 1 35, 36 
Каратеодори (Сага ВеоЧогу) П. 1 258; П. 


Кардиоида |. {1 178 

Карлеман (Сайешап) Ш. 2 97, 202 

Касательная плоскость [. 7 49, 138; |. 2 
16 

— прямая 1. 1 37, 95 

— стационарная Г. 2 146 

Касательные асимплотические |. 2 19] 

— главные [. 2 191 

— сопряженные [. 2 198 

Кассиноила ИП. / 207 . 

Каталан (Са{а1зп) |. 7 287, 319 

Каустики вторичные [. 2 118, 177 

Квадратическая форма ЦП. 2 23 

Квадратура 1. / 151 и др. 

— гиперболы 1. 1 225 

— параболы [. Р 151 

— эллипса 1. / 20] 

Келлог (КеНо2) Ш. 2 174 

Кельвин (Кеми) 1. 1 146; Ш. 1 205 

Кенигс (Коеп!5$) 1. 2 22) 

Кеплер (Кер1ег) 1. 2 87 

Кеплера уравиение П. 1 103, 121 

Кетле (ОцёНеь Г. 2 176 

Класс (| функций 11]. 2 205 

— (П функций Ш. 2217 

Клебш (Севзен\ П. / 183; Ц. 2 262 

Клебша теория Ш 2 248 

Клеро уравненне П. 2 23, 47, 49, 203, 
209, 222, 236. 

Кнезер (Кпезей Ш. 2 9, 203 

Кнезера метод Ш. 2 111, 145 

Ковалевская П 2 51, 276 

Ковалевский 1]. 2 121 

Ковариант билинейный |. [ 148 

Колебание в промежутке 1. 121 

Колебание струны Ш. 1 112 

Комплекс алгебраический 1. 2 177 

— криволинейный П. 2 254, 255 

— линейный [. 2 178 

— прямых 1. 2 168, 177 

Комплексное количество П. 1 9 

— переменное И. 1 12 

Конгруэпция П 1 168, 172; НП. 2 206, 217, 
221, 229, 255 

— линейная [. 2 174 

— лучей П.2 209 

— нормалеи [. 2 174 

— характеристик П. 2 219 

Конечная функция Г. 1 33 

Коническая точка 1. 1 100 

Коноид 1. 2 156, 197; |. 2217 

Конормаль ПШ. / 137 

Континуум П. 1 268 

Конус касательных |. 7 106 

— направляющий. |. 2 148 

— характеристический, Ш, / 137 


ОБШИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Конформное преобразование |1. 2 223; 
П. 1 45; 1. 2 28, 29; ПЕ. Г 181-183 

— соответствие между плоскостями 1]. 
2 225 

Координаты криволинейные ортогональ 
ные [. 1 142 

— полярные [ 1 292 

— эллиптические в пространстве 1. 1 
335 

— — на плоскости Г. 1 292 

Корни уравнения 1. 7 39 

Косинусы направляющие |. / 300 

Котес (Сие) 1. 1 255 

Коттон (Совоп) П. 2 70; Ш. 114, 31, 41 

Коши (СацзВу) [. 20, 21, 39, 44, 6. 1 
213, 14, 25, 36. 56, 70, 81, 176, 180. П. / 
14, 56, 67, 101, 106, 196, 229, 233; ИП. 
240, 51, 52, 67, 73, 132, 253; Ш. 1 98 

— задача П. 2 242; Ш. 1 121 

— — для уравнений второго порядка 
Ш. 7 45—49 

— — — — „Лапласа Ш. 1 76, 77 

— — — — распространения звука П]. 
187 . 

— метод П.2 112, 113, 245, 253, 256; 
ПЕ. 2 162 

— символ |. 1 15 

— теорема |. 2 14, 35, 44. 49; П. 1 67; 
1. 2 172, 182, 193, 196, 200, 215, 244 

— общая теорема существования ре- 
шения для уравнений в частных про- 
изводных второго порядка 1]. 1 45 

— условия П. 2 212 

Коши-Липшица метод П. 2 73, 79 

Кратные интегралы Г. / 321, 337 

Кремоны преобразование П. 2 196 

Кривизна кривых на поверхности 1. 2 

— полная Г. 2 222 

Криволинейные интегралы 1. 1 198, 343, 
351 

Кривые аналитические |. 2 89 

Кривые Бертрана 1. 2 166, 180 

— бнциркулярные Н. 1 190 

— граничные 11. 2 205 

— двоякой кривизны Г. 1 37, 95; .2 
143 и сл. 

— дополнительные 1. 2 180 

— Жордана 1. 1 34 

— замкнутые 1. 1 34 

— нитегральные (см. интегральные кри- 
вые) 

— комплекса [. 2 117 

— левые 1. 2 156 

— непрерывные 1. 7 34 

— огибаемые Г. 2 112 

— огибающие Т. 2 112 

— Пеано |. 1 35 

—.рпервого рода. 7 188 

— плоские: [. 7 37, 61 и сл.; 1. 290 


20% 
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Конвые подэрные 1. 7 132 

правые 1. 2 155 

предельные П. 2 77 

присоединенные [. 2 180 

простые Г. 7 34 

развертывающиеся 1. 2 118, 162 

соприкасающиеся 1. 2 131, 132, 137 

спрямляемые Е. 1 175, И. / 164 

третьего рода П. 1 182 

уникурсальные [. 1 227; П. 2 24 

Критерий, аналогичный критерию Коши 
Ц.. 2 141 

Критическая точка функцни П. 1 19, 
138, 242 

Круг кривизны Г. 2 132, 151 

— сходимости ИП. 1 22 

— — совместный П. 1 227 

Круговая винтовая линия [. 2 148 

— функция П. 7 35 

Круговое преобразование П. 1 48 

Кручение 1.2 153, 154 

Кузен (Соизш) П. 7 238 

Кулон Ш. 1 135 

Кэли (Сашеу) 1. 1 308 


РЕЕЕРЕ и! 


Лагерр (Газиеше) 1. 2 229, 231; И. 2 119, 

Лагранж (Габталее) 1. 1 37, 69, 146, 
. 2 48, 85, 86, 129, 169; П.2 47, 49, 
112, 119, 201, 210, 233, 234, 235, 254; 
ПТ. 2 208 

Лагранжа обобщенное тождество Ш. 2 
115 

— теорема ПЕ. 1 40 

— уравнение И. 2 22, 202 

— формула Н. 7 101 

— — обобщенная П. 1 122, 255 

Лагранжа-Шарпи метод П. 2 237, 247, 
21 

Лакруа П. 2 40 

Лакунарное пространство П. 1 197, 215 

Лакур П 2 149 

Лалеско (ТГаезсо) Ш.2 9, 22, 25, 76, 97, 
106, 135. 

Ламе (Татё) 1. { 142, 351 

—- уравкение П. 2 149 

Ландау (Гапдаи) И. 1 258 

Ланкре (Гапсге®) Г. 2 221 

Лаплас (Гар1асе) 1. 7 146; [. 2 85; П. 1 
255 

Лапласа уравнение П. 1 15, 52; И. 2 123, 
132, ПЕ. 1 143, 167, 204 

— функция Ш. 1 220—221, Ш. 2 190 

Лауричелла (ГаиИсеЦа) Ш. 2 114 

Лебег (Гафезоце) Г. 7 260; 1.2 108, 111, 
218; Ш. 1 147, 178; Ш. 2 64, 66, 113, 
291 - 

Левая кривая |. 2 156 

Леви (Геуу) Ш. 1 243  _ , 

Лежандр (ерепаге) 1. 7 76, 131, 139, 
187, 257. Т. 274: П. 1 178; П.2 194 
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Лежанлпа нормальная форма многочлена 
П. 2 33 

— полином П 2 119; П.2 117; Ш. 2196 

— преобразование Н. 2 22 

— условие Ш. 2 234, 274 

Лежандровы интегралы Ё. 7 263 

Лежен-Дирихле (1.е]еппе-Дегс Шеф 1. 1 
284; 1. 225, 27; Ш. 1 236 

Пейбниц (Геи?) Г. 1 21, 39, 60 

Пейбница формула П. 2 122 

Лека (Т.еса) Ш. 2 203 

Лемма вариационного исчисления и вто- 
рая Ш. 2 203 

— — — первая ГГ. 2 204 

Лемниската [. 1 229, 2,1 

Лемэр (Гешане) Г. 2 73 

Лепная повегхность |. 2 213 

Ле-Ру (Ёе-Воих) Ш. / 85. 271 

Линделеф (14о4е 1) ИП. 7 255, 263; ИП. 2 
67, 103; Ш. 2 241 

Линейная конгруэнция Г. 2 174 

Линейно зависимые функцин П. 2 108 

Линейное множество 1. 7 17 

— уравнение (см. уравнение) 

— уравнение с постоянными коэфици- 
ентами [1]. / 85, 86 

Линейный комплекс {[. 2 178 

Линейчетая поверхность [. 1 299; 1.2 
168, 212; П. 2 314 

Линии и поверхности характеристиче- 
ские П. 2 216, 221, 245, 246, 248, 251, 
254, 255 

— разрыва 1-го и 2-го вида Ш. 2 25 

Линия П. 1 193 

— винтовая [. 2 164, 216 

вихря 11. 2 230 

горловая [. 2 171 

двойная поверхности [. 1 102 

кривизны |. 2 209, 206, 209, 210 

сжатия |. 2 171 

уровня 1. 1 285 

цепная {[. 1 227 

— эллипсоида П. 2 47 

Лион (Руоп) 1. 2 ‚66 

Липшиц (1 рзспН2) 1. 1 42; И. 273 

Липшица Кошица метод ИП. х 73, 79 

— условие ИП. 2 73, 76, 280 

Ли-Софус (ЗорНиз Ше) 1. 1 131; ЦП. 249 
92, 103, 259, 281 

Лиувилль П. 2 85 

Лнувилля теорема П. 1 76; Ш. 1 59 
7 
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— Уравнение ПТ. / 64 

Лиувилля-Штурма функции НГ. 2 161 

Логарифм 1./ 120; И. / 31 

— интегральный НП. / 251 

Логарифмическая спираль П. 2 176 

Логарифмические признаки сходимости 
21 

Логарифмический потенциал Ш. 1 232 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Логарифуический потенциал двойного 
слоя П1. 1 152 

— — простого слоя Ш. Г 151 

Ложель (Ганб‹1) Ш. 2 291 

Локсодромы Г. 2 227 

Лопиталь (Р’НорИа!) 1. 1 42 

Лорана ряд’ П. 1 70, 77, 86 

Лучи конгруэниии П. 2 209 

Ляпунов П. 2 154; 11. 1 33, 41, 42, 44; 
Ш, 2 114 


Мажоранта 1. 2 65, 78 

Маклорен (Ма аи 1) Г. 2 47 

Максимум функции Г. 1 97, 102, 

— — абсолютный [. 17 113 

Малюс (Маз) Г. 2 176 

Малюса теогема 1. 2 176 

Мангейм (Маиппе!т) 1. 2180, 211 

Маисион (Мапз'оп) [. / 214 

Майера метод П. 2 225 

Марти (Мэячу) Ш. 2 130 

— ядра Ш. 2 132 

Мембрана, колебание Ш. 2 189 

Менье (Меишег) [2 '82 

Менье тесгема 1. 2 182, 185, 210 

Мерей (Мегау) П. 7 19; 1.251 

Меркатора проекция 1. 2 227 

Мероморфная функция П. 1 85, 96; Ш. 
251 

Мерсера теорема ПШ. 2 122, 135 

Мертенс (Мелелз) Г. 2 29 

Метод Альфана ПН. 2 11 

— Бертр: на П. 2 2.9, 230 

— выметания Ш. 7 147, 242 

— Даламбера И. 2 126, 129 

— измеиения постоянных П. 2 112 

— Коши П. 2 112, 113, 245, 253, 256 

— Коши-Лилшица ИП. 2 73, 79 

— Мейера ИП. 2 226 

— Неймана Ш. 1 225—228 

— — для сферы Ш. 1 228 

— Пикара Ш. 7 193 

— последовательных приближений П. 2 
67; 1. 1 10—11, 121, 122, 138, 171 

— Якоби ИП. 2 271 

Минимальная поверхность Г. 1 78 

Минимум абсолютный 1. / 113 Ш. 2 
233, 244, 291 

— отиосительный ПТ. 2 234 

— сильный Ш, 2 260, 282 

— слабый Ш. 2 260, 782 

— функции 1. 7 97, 102. 112 

Миноры функции 20 Ш. 2 53. 60 

Миттаг-Леффлер (М\а,-ТеШег) 1. 1 
126 


112 


Миттаг-Леффлера теорема Н. 2 133, 213 
Мниимое количество |. 19 
Многозначная функция И. Г 19, 21, 22 
Мвогосвязная область П, 2 258 
Многочлены Лежандра 1; 7 76, 187, 257 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Многочлен сопряженный П. 2 120 

— 3-Й и 4-и стецени 1. 2 30, 31, 33, 192 

— характеристический И, 2 122 

Множестьо [. 1 15 

— линейное |. 1 17 

— неправильных точек П. 1 263 

— нигде не плотное |. 7 268 

— ограниченное |. / 15 

— — сверху Т. 1 15 

— — снизу 1. 7 15 

— произволное 1. 7 18 

Множитель П. 2 87 

Множитель интегрирующий П. 2 25, 
29, 30, 36, 49, 63, 87, 89, 102. 119, 228 

Моруль мнимого количества И. 1 10 

Мольк (МГ ПЕ. 7 203 

Монж 1. 1 60; Г. 2 168, 208; ИП. 2 47 

Монжа-Ампера уравнепие Ш. 2 294; 
1. 151 

Моипогенная функция ПП. 1 13 

Монолромная функция П. / 22 

Моинтель (моп{е1) И. 1 258, 265; НЕ. 1. 183 

Монотонная функция 1. 1 27, 158 

Морера теорема П. 7 72 

Муавра формула И. 1 11 


Наибольший делитель общий П. 2 118 

— из пределов 1. 7 16, 29 }. 2 13, 56 

Налагающиеся поверхности |. 2 24 

Направляк щие косинусы 1. 7 300 

Начальиая функция 1. / 155 

Начальные знзчения особые П. 2 172 

— условия Ш. 1 112 

Невинглоьский (ем! ар1о\узК!) Ё. 1 228 

Независнмые уравнения П. 2 269 

Неограниченная сходящаяся последова- 
тельность П. 7 267 

Неопределенные выражения 1. / 42 

Неопределенный инте: рал Г. 1 166, 215 
н с 

Неполвнжные особые точки Т. 2 181 

Неправильная точка |. 1 268 

Непрерывная группа с одним парамет- 
рои П.2 92 

— кривая 1. { 34 

— функиия 1. 1 22, 72 

— — комплексного переменного П. 1 
1 


Непрерывность 1. / 21 

— эйлерова |. 7 21 

Несжимаемой жидкости движение П. 2 
90, 92 

Несоизмеримость П. 2; [. 1 273 

Нечетная функция П. 1 152 

Неймана задача Ш. 1 198; ПЕ 
184, 187 

— — для окружности Ш. 1 201 

— метод Ш. 7170, 225, 229; 1.2 168, 174 

— — для сферы, Ш. 7 228 

Неймана функция 1. 2 182, 185 


2 181, 
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Неявная функция Т. 1 78; П. 180 

Нигде не плотное множество П. 1 268 

Нижняя граница множества 1. 7 15 

— — функции 1. / 21 

Нильсеи (№е1зеп) П. 2 146 

Нормаль главная 1. 2 151 

— плоскои кривой [. / 61 

Нормальная последовательность П. 2 
65 

— производная потенциала 
слоя Ш. 7 237—240 

— система Ш. 2 67 

— — уравнений первого порядка П. 
276 

— форма многочлена Лежандра Ц. 2 33 

Нулевого рода соотношения П. 2 24, 185 

Нуль функции ИП. / 84 

Ньютон (Мемоп) Е 1 21 

Нью'она задача 1. 2 295 

Ньютонов потенциал Ш. 1 231—242 

— — двойного слоя Ш. 7 241 

— — простого слоя Ш. 1 206, 209 


простого 


Область НП. 1 16 

— бесконечно удаленной точки П. 1 104 

внешняя [. / 34 

внутренняя Г. 7 34 

замкнутая 1. Г 32; П. 1 259 

интеграции 1. 7 276 

многосвязанная Ц. 7 258 

олносвязанная И. { 258 

открытая П. 1 259 

равномегной сходимости П. 1 261 

сходимости 1. 254, 55, 73 

связная [. 1 32; П. 1 258 

— точки И. 7 84 

— функции 1. 1 31 

Обратная тригонометрическая функция 
ПИ. 133 

— функция 1. 1 87, 94 

Обращение рядов 1. 2 87 

— функций 1.1 87, 94; Г. 2 87 

— эллиптического интеграла П. 1 178 

Обгащения общие формулы И. 1 184 

Обыкновенная точка кривой 1. 2 89, 94; 
П. 1 84 

— — поверхлости 1. 2 38, 94 

Объем 1. / 296 

Общая теорема существования 1. 2 276 

Общие свойства вполие линейных урав- 
иений 11. / 84—87 й 

Общий интеграл (см. интеграл общий) 

Огибаемая кривая 1. 2 112 

— прямая 1. 2 116 

Огибающая интегральных кривых П. 2 
201, 202, 206, 245 

— кривая Т. 2 112 


— окружностей 1. 2 117 
— поверхностей |. 2 119; П. 2235, 275 


ВЕРРЕЕРЕЕ) 


зю 


Огибающая полных интегралов |. 2 244 

—. прямой линии 1. 2 116 

Огибающая семейства кривых двоякой 
кривизны `]. 2 174 

— сфер 2211 

— характеристических линий П. 2 258 

Ограниченная функция 1. 1 21 

Ограниченное множество |. [ 15 

— == сверху Г. 115 

— — снизу Г 1 15 

Однозначная функция П. 121, 126 

Однородная функция 1. 1 59; П. 2 35 

Однородное уравнение Н. 2 13, 38, 95 

Однородные линейные системы 1.2 259 

Окружность соприкасающаяся [. 2 132, 
138 


Омбиликальная точка 1.2 192 

Определение интеграла по 
Коши Ш, 7 100 

— — ло его значениям вдоль 
кривых. Ш. 1 107 

— — па двух характеристиках ПЕ. 
1114 

Опрелеленная отрицательная форма Ш. 
1 33 

— положительная форма Ш 1 33 

Онрелеленный интеграл |. 1 151 и сл. 

— — между мнимыми пределами [1 /56 

Определитель бесконечного порядка [. 
24 : 


данным 


двух 


— Вронского |. 2 108, 133 

— Гессе | 7121 | 

— Якоби 1.1 12:; П. 2 67, 208, 214, 
228, 238, 259, 260, 269, 271 

Опрелеляющее уравнение ПИ. 2 142 

Ортогональные системы ПШ. 2 67, 125 

— — с весом П].-2 126 

— траектории П. 2 37, 48, 218, 221, 226 

— функции Г. 2 107; Ш. 2 67 

— ядра Ш. 2 69 

Орик (Оинс) П. 2 121 : 

Осгуд (052004) Т. 1 260; Н. 1 238 

Основной треэхгранный угол 1. 2 155 

Основные квадратичные формы ЕЁ. 2 187, 
188 

Особая алгебраическая точка И. 7 247 

— линия П, 1 216 

— Точка кривой |1. 1 97; 1.2 89; И. 1 
84, 200 . 

— 58 поверхности 1. 1 86, 100; 1.2 192, 
19 


Особые. начальн хе значения П. 2 172 

— точки интегралов П. 2 71, 180 

— — линейного диференциального урав- 
нения 1. 2 105, 127 

— функции 11. 258 

— числа ПГ. 258 

Оссбый интеграл (см. интеграл особый) 

Остаточный член в формуле Тейлора 
по Коши 1. 1 44; Ц 150 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Остаточный член по Лаграижу Г. 1. 44 
185; [. 248 . — 

Островский И. 1 207, 258 

Остроградский [. 1 326 

Открытый промежуток 1. 1 21 | 

Отображение конформное 11. 145; П. 2 
28, 29; 1. 1 181 - 183 

Охлажгение сферы Ш. 1 97—98; Ш. 2 
190, 199 


Парабола безопасности Ш. 2 214 

Параболическая точка 1. 2 186. 192 

Параболические цилиндры П. 2 240 

Параболическое преобразование П. 7 54 

— уравнение Ш. 1 243 

Параболоид 1. 1 64, 305; 1. 2 203, 208, 
П. 2 240 

Параболы квадратуры Т. 1 151 

— спрямление Г. 7 226 

Параллельные кривые Т 1 213 

— поверхности 1. 1 147; П. 2 282 

Параметр распределения [. 2 170 

Параф (Рага ПШ. 1 174, 189 

Пеано (Реапо) 1. 1 35; [. 2 146 

Пелле (РеЙе{) 1. 2 150 

Пенлеве (Райцеуб) |. 1 149; П. 1 81; 1. 
2 65, 79, 182, 195, 211; Ш.19, 41, 205 

— теорема 1 1214 | 

Первичные множители Вейерштрасса П 
1 126 

Первого рода соотношение ЦП. 2 24 

Первый интеграл 1 2 81, 8 Ш. 157 

Переменных разделение ИП. 212, 240 

Период интеграла 1. 7 346; П. 1 106 

— полярный И. 7 106, 249 

— Ультраэллиптического интеграла ИП. 
1 10 

— функции Г. 7 34 

— циклический П. 7 249 

— эллиптического интеграла П. 1 114` 

Периодическая фуикция П. 7 145 

Периодические решения Ш. 1 28—30; 
Ш. 2 166 

Петля 1. 1 347 

Петрини (Ре?) Ш. / 235 

Пикар (Р!сага) Г. 2 179; П. 265, 67, 79, 
119, 176; П. 1 24, 30, 44, 97, 98, 114, 
130, 133, 143, 147, 188, 196, 220, 222; Ш. 
2 22, 46, 103 143, 160, 192, 193 

Пикара метод И. 7 133 

— уравнение ИП. 2 147; Ш.`2 106 

Пинкерле (Раскейе) [. 2 212 

Планиметр Амслера [. 1 258 

Планшерель (РИапсНеге!) Г. 2 141 

Племели (Реше!) Ц. 1 224; Ш. 1 240; 
Ш. 21 

Плоские волны Ш. 1 93 

Плоские кривые Г. 1 37, 6Г и др. 1. 290 

Пооскость касательная [. [ 49, 138; [. 
2 169 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Плоскость соприкасающаяся 1. 2 122, 
123, 143 , 

— фокальная 1. 2 174 

— центральная Г. 2.170 

Площадь гиперболы 1. {1 225 

— кривой [. 1 170 

— — замкнутой Г. 1 200 

— параболы 1. 1 151 

— поверхности [. 1 300 

— эллипса [. 1 201 

Плятрие (Р1азг) ГГ. 2 89 

Поверхностей огибающая П, 2 235, 236, 
27 

Поверхности 1. 1 49, 85, 137 и сл. 

аналитические 1.2 93; П. 228, 29 

` апсидальные [1 Г 147. 

вихрей П. 2 230 

вылуклые 1. 2 186 

Жаме [, 2 196 

Иоахимсталя Ш. 1 77 

каналов Ц. 2 276 

лепные 1. 2 212 

линейчатые 1. 1 299; 1. 2168, 212; ИП. 
2 274 

— минимальные 1]. 2 231 

‚— Монжа Ш. 177 

Поверхности параллельные 1. 1 147 

— Перенна 1. 2 200 

— полярные 1. 2 153, 162 

— развертывающиеся |. 7 142; 1. 2 121; 
П. 2 204, 237, 252, 253, 256 

— соприкасающиеся [. 2 140 

— тетраздральные П. 2 49 

— трубчатые 1. 2 176, 2 

— фокальные Г. 2 172; [. 2 206, 207 

— характеристические П. 2 248 

Подвижные критические точки П. 2 184 

— особые точки П. 2 181 

— полюсы П. 2 185 

Подкасательная 1. 1 33 

Поднормаль 1. 7 61 

Подобные семейства окружностей П. 2; 


РЕЕЕЕЕЕК! 


48 
— сети П. 2 48 
Подпоследовательность П. 7 206 
Подстановка ряда в ряд Т. 2 67, 79 
Подэрная кривая Г. 7 132 
Показатель ядра Ш. 2 37 
Показательная функция П. 1 28 
Полиномы Лежандра Ё. 1 76, 187, 257; И. 
1 13, 107; П. 2 И? 
Полная система П. 2 262 
Полный вычет Ц. 1 106 
— диференциал 1. / 54 
— — сложной функции Ё. 1 56 
— оинтеграл Ц. 2 233, 234, 238, 254, 255, 


Полных интегралов огибающая ИП. 2 244 
Полусходящиеся ряды 1. 2 25 
Полюса аффикс Ш, 2 91 


зи 


Полюса порядок Ш. 2 85 

Полюса ранг 111. 2 85 

— степень Ш. 2 85 

Полюсы комплекса [. 2 178 

— резольвенты Ш. 2 72, 76 

Полярные координаты 1. 7 292 

— поверхности 1. 2 153, 162 

— прямые 1. 2 153 

Полярный псриод П. 1 106, 249 

Понижение порядка уравнения И. 2 42, 
114 

Порядок полюса П. 1 85;.П1. 2 85 

— прикосновения кривых — двоякой 
кривизны 1. 2 135 

— — кривоЯ с поверхностью 1. 2 139 

— — плоских кривых 1. 2 129 

— функции НП. 1 86 

— эллиптической функции П. 7 149 

Последнего множителя прииции П. 2 89 

Последовательность аналитических 
функций П. 7 258 : 

— возрастающая, убывающая Т. 1 18 

— иормал! ная И. 7 265 

— расходящаяся, сходящаяся 1. Г 18 

Последовательных приближений метод 
Н. 2 67 

Последующее газбиение 1. 7 156 

Постоянная Эйлера 1. 7 45 

Построезие интегральной кривой П. 2 
и 

Потенциал двойного слоя Ш. 7 207 — 
211, 241; Ш. 2 168. 175 

— логарифмический Ш. 7 232 

— логарифмический двойного слоя Ш. 
1 152 

— — простого слоя Ш, 1 151 

— объема Ш. 1 231—234 

— простого слоя Ш. 1 206—209 

— сферический Ш. 1 88 

Потенциала уравнение в криволиней- 
ных координатах [. 7 142 

Правая кривая Г. 2 156 

Правильная волна Ш. 7 105 

— дуга 1. 2 89; 11. 7 164 

— поверхность 1. 7 300 

— точка 1.1 25; 1. 2 97, П. 1 267 

— функция П. 7 84; Ш. 7 243 

— — в бесконечно удаленной точке 1. 
1 104 

Правильный интеграл И. 2 59, 61, 62, 
135, 138; Ш. 1 100 

Предел 1. 7 13 

Предельная точка 1. 1 17 

Предельные значения ннтегралов [. 7 
189, 194 

Преобладающая функция Ш. 7 10 

Преобразование Ампера 1. / 141 
билинейное П. 1 48 

— бирациональиое П. 1 189 

-- гомографическое 1. 1 132 
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Преобрезлвание гиперболическое П. 7 54 

— конформное П. / 45 

— Кремоны П. 2 196 

— круговое Ц. Г 48 

— Лапласа Ш. 1 68 —71 

— Л жандра 1. 7 139; П. 222 

— обратными радиусами-векторами 1. 1 
129, 130 

— Параболические |. 1 54 

— прикосновения Т. 1 130 

— тождестьенное 11. 2 93 

— точечное 1. Г 129 

— Фукса П. 1 54 

— эллиптическое П. 7 54 

Приблнженное вычисление определен- 
ных ингегралов 1. { 252 

— интегриро‘ание — диференциальных 
уравнений П 2 70 

Привеле. ное значение логарифма 1. / 32 

П иводимые системы И. 2 166; Ш. 141 

Призматоид 1. / 337; |. 2 78 

Признаки схолимости рялов: Гаусса 1. 2 
22 23, Даламбера 1. 2 11, Дюгамеля 
1. 2 19, Коши 1. / 11, Раабе П. 1 19, 
логарифмический [. 2 17 

Прингстейм (РипозНент 1. 2 19, 44 

Принцип Дирихле ПТ. 1 168, 169 

Присоединенная кривая [. 2 130 

Произволное множество [. 7 18 

Произьедение бесконечное Ц. 7 26 

Производные [. / 37, 8 

— высших порядков 1. 7 89 

— иормальиые потенциалы 
слоя Ш.1 237 - 240 

— от неявной функции Т. 7 98 

— По данному иаправлению Ш. 1 135 

— частные 1. 7 46 

Промежуток замкпутый 1. 1 21 

— открытый 1, 7 21 

Промежуточные иитегралы 11. 1 57— 


простого 


Простая дуга П. / 258 

Пространственной упругой кривой ди- 
ференциальное уравнение П. 2 104 

Противоположные мнимые количества 
п. 1 

Прямолинейная звезла функции И. 1 209 

Прямолинейное движение газа 1]. 1 65, 

Прямой геликоид 1. 2 217 

Прямые огибаемые 1. 2 116 

— полярные 1. 2 153 

— соприкасающиеся с кривой 1. 2 132, 

— — с поверхностью 1. 2 140 

Псевдо-эллиптические интегралы |. / 241 

Пуанкаре (Ропсаге) 1. 2 65; И. / 216, 
229, 288; П. 2 89, 131, 154, 176, 17, 
192; Ш. 19, 30, 42, 44, 98, 174, 238; 
Ц. 261, 85, 96, 173, 191 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Пуанкаре лемма ПП. 7 242 

— основная теорема 11. 7/9 

— теорема 1]. / 22, 24—27 

Пауссон (Ра15зоп) 1. 1 320; 1. 3 87, 243, 
25) 


Пуассона интеграл ПШ. 1 157, 162 

— скобки ПП. 2 233 

— тождество П.2 271, 27% 

— формула Ш. / 234—235, 259—755 
263—2 5 


Пустое пространство Ц. 1 197, 215 
Пучки специальные ТЦ. 2 253 
Пюизе (Рабеих) [.2 165; П. 1 245 


Раабе (КааЪе) 1. 2 19 

Равномерная сходимость 1. [ 24, 67; 1. 
2, 31 

Равномерно-непрерывная функция Г. / 
67 

Рарномерно-сходящиеся 
1241 

Равломерно-сходящийся интеграл 1. 1 
207; Ш. 1 149 

— — ряд [1 69; П. 2 12 

Равносиль 'ая сис1ема П. 2 263 

Радиус кривизиы главный [ 2 189 

— — кривой двоякой кривизны [. 2 150 

— -— плоской кривой 1. 1 125— круче- 
ния Г 2 151 

Развертьи кривой двоякой кривизны {. 
2 162 

— плоской кривой [. 2 118 

— поверхности Г. 2 203 

Разветвленья точка 11. 1 19 

Развертывающаяся кривая 1. 2 118, 
162 


произведения 


Развортывающиеся поверхности [. 7 
142; 1. 2 121; П.2 204, 237, 252, 253, 
256 

Разложение в ряд интеграла П. 2 51, 
52, 79, 277, 218 

— врялы Т. 1 42, 62; ИП. 1 41 

— мероморфной функции П. 7 138 

— — непрерывной функции Т. 2 (8 

Разности перьые и вторые |. 1 50 

Разрез 1. 1 15 

— существенный П. / 218 

Разрыва точка |. 1 25; П. 1 86 

Раз ывная функция | 1 25 

Ранг полюса Ш. 2 85 

Распространение волн Ш. 17 82--84 

Распространение звука в пространстве 
Ш. 1 $3 

— тепла в неограниченной среде Ш. 7 
93—96 

— формулы Тейлора [. 2 63 

Рассеяние звука Ш. 1 92 

Расстояние точки от поверхности |. / 
11 

Расширение понятия интеграла Ц, 2 259 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Раффи (ВгНу) ЦП. 2 50 

Рапиональная функция П. 1 17 

Ребро возврата Г 2 122; П. 2 206, 253 

Ре юольвента 11. 2 13, 31, 35, 59, 69 

Реккурентныи гяд П. 1 124; 

Реимона Дю-Буа замечание Ш 2 209, 294 

Решения разрывные Ш. 2 237 

Риккати уравнение П 2 18, 85, 116, 
147; 179, 169, 171, 184, 186, 192, 195, 
21; Ш. 2 150, 236 

Рикье (Кашег) ИП. 2 51, 279 

Риман (Юетапп: 1. 7 20, 156; [1.2 25; 
П. 7 69; Ш. 1 120, 124, 167, 169; 1. 
2118, 231 

Римана способ 1 1 129 

— узория аналитических функций ИП. 

— до °НФормных преобразоваиий 1. 


— уравнение Ш. 7 142 

— функция 01. 7 118, 128, 1728, 138 

Римонова п зв. рхность 1. Х 249 

Рис (В157) Ш. 2 141 

Риса-Фише!: а те ›рема Ш. 2 140 

Робертс Вилььм (\ИЛат КоБег$) Ё 
1320 

Робена метод 11. 2 175 

Рол функьии 0 (4) Ш. 2 96 

— целой функции 1. 1 131 

Родри" Олинл (ОНпае Кодпиез) 1. 1 
76; 1. 2 205 

Ролль (Ве) 1. 7 39 

Ру (Роих) 1.1. 2 22 

Рукэ (К иаие!) 1. 2 179; П. 2 48 

Рял Борла 1. 2 110 

— Гаро 1. 2110 

— гиперб‹ лический П. 1 207 

гипергеометрический П. 2 144 

толоморфн их функчий П. 1 82 

из коэфициентов Фурье Ш. 2 113 

Лога“а П. 7 70 

рекуррентный П. Г 124 

рядов НП. 1 25 

Ряды абсолютно сходящиеся 1. 2 28, 28 

— двочные 1. 2 30 

знакопеременные 1. 2 23 

знакоположительные 1. 2 10, 11, 12 

кратные |. 2 35, 37 

полусходящиеся Г. 2 25 

равномерно-сходящиеся Г 2 37 

с мнимыми членами |. 2 37; П. 1 22 

степенные |. 1 26; Ш. 210, 28 35 

сходящизся 1. 7 19, 69. 71 

—— Тейлора 1. 1 42, 62; 1. 247; И. 1 

0 


2 95 и сл. 


РЕРЕТТ 


РЕРЕРЕРЕЕ} 


— тригонометрические 1. 
— усиливающие П. 7 25 
— условно сходящиеся [. 2 25 
— Фурье 1. 2 95, 96; Ш. 7 161 
= целые |. 254, 56, 73, 75 
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Связная область Т. 7 32 

— часть пюскости П / 16 

Связное миожество 1. 1 263 

Седловина П. 2 179 

Семейство подобных окружностей П. 

8 

— шатов П. 2 237. 254 

Серре (Зегге\) 1. 7 241; 1.2 180; П. 2210, 

Сети подобные Ц. 2 48 

Сеть соп^яженняя |. 2 199 

Сечение [. / 11, 13 

Симметричные миимые количества `1. 
110 

Симпсон (Зипрзо") 1. 1 256 

Синектическая функция П. 7 14 

Система биортогогальная Ш. 2 68 

— в инволюции П. 2 267 

— лиференцильнь.х уравнений П. 2 
55, 71, 154, 159 

— канониче. к я 1. 2 82 

— линейных угавиений П]. 2 12 

— нормальная ПТ. 2 67 

— ортогональная Ш. 2 67, 126 

— приводима» Ц. 2 156 

— Фунлам итальная 1. 2 107, 134, 155 

— якобисва Ц. 2 563. 272 

Скобки Пуассона Ц. 2 233 

Слгды ядра Ш. 261, 6› 

{ мешанные залачи ]]]. / 104. 197 

Собс!венные функции 1. 2 58 

— числа 111. 258 

Соваж (Саиуазе) И. 2 136 

Ссвершенисе множество П. 1 2"8 

Совместные круги слолимости П. 1 237 

Сготиошения нул.вого рода ЦП. 2 24 
18 

— первого роза П. 2 24 

Соприкасающа»ся окружность [. 2 132, 
13 

— плоскость 1. 2 122, 123, 143 

— поверхность Г. 2 140 

— прямая |. 2 152, 137 

— сфера 1. 214, 167 

Сопзикасающиеся кривые 1. 2 131, 132,. 
17 

— прямые с поверхностью 1. 2 140 

Солриказающейся круг Г. 2 132, 138 

—- шар 1. 2 140, 167 

Сопряженные линии Т. 2 198 

— мнимые количества П. / 10 

— прямые комплекса Г. 2 178 

— семейства изотермических линий П. 
151 

— система П. 2 158 

Сопряженное уравнение П. 2 119; Ш. 
1 124. 129 

Сопряженный многочлен П. 2 120 

Союзные главные группы Ш. 2 81 

— — функции Ш.2 81 

— системы интегралов Ш. 2 250 
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Союзные уравнения 1. 2 12 

— функции ТТ. 2 68 

Спираль логарифмическая П. 2 176 

Способ Бернулли ПТ 7 118 

— Вольтерра Ш. 1 137 

— Неймана Ш. 1 170 

— Римана Ш. 1 126 

„Сарямление кривой Т. 1 175 

— лемиискаты 1. Г2Н 

— параболы Г. 2 226 

— эллипса [. 7 240 

“Спрямляемая кривая 1. { 164 

Спрямляющая плоскость [. 2 221 

Стационарная касательная [. 2 146 

Стеклов Ш. 2 114 

Стереографическая проекпия Г. 2 227 

Стильтьес (ЗНе{ез) ИП. 1 103, 258 

Стильтьеса теорема Ц. 1 261 

— форма интеграла уравнения Эйлера 
ИП. 232 

Стокс-(З1оКез) { 7 317 

Стокса формула П. 2 230 

Существенно особая точк! П. [ 86, 194 

Существенный разрез Ц. / 218 

Сфера соприкасающаяся 1. 2 140, 167 

Сферическая индикатриса 1. 2 148 

Сферическое изображение | 2 213 

Сферический потенциал ГП. / 88 

Сходимости область 1. 2 54, 55, 73 

— круг П. 1 22 

Сходимость абсолютная 1. 2 33, 23 

— последовательиостей [ [ 18 

— равномерная 1. / 67; 1. 2 37 

— разложения интеграла И. 2 57 

‘Схолящиеся произвздения [. 2 41 


Таблица с лвойиым вхолом [ 2 31 

‚Зеннери (Таппегу, [. 2 35; П. 1 220; И. 
2 143; Ш. 1 203 

Тедоне ({Тедопе) 11. / 135 

Тейлора фермула Г, 1 42, 185; П. 1 70; 
П. 240, 152 

Теорема Абеля П. 2 33 

— Аппеля.П 2 47, 119, 149, 282 

— Гильберта-Шмидта Ш. 2 114, 132 

— Дарбу П. 2 34—36 

—- Коши П. 2 172, 182, 193, 196, 200, 
215, 244 

— обратная теореме Лагранжа Ш. 1 41 

— о решении уравнения перво:о рода 

„Ш. 2 22 

— — — Фредгольма Ш. 2 33 

— существования 1. 2 51 

— — общая Ц. 2 276 

— Фишера-Риса Ш. 2 140 

— Фукса Ц. 2 158 

— Шварца Ш. 7 266 

— Штурма Ш. 2 116 

Теория диференииальных уравнений 
аналитическая П. 2 180 


ГЕРЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕТЕТ | 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Теплопроводностй 
254—255 ^ 

Тетраэдральная поверхиость П. 2 49 

— Фредгольма первая Ш. 2 51 

— — вторая Ш. 2 57 

— — третья Ш. 2 59 

Типы линейных уравнений Г]. 1 71—74 

Тождественное преобразование [. 2 93 

Тонелли (Топпе!у) 1. 2 292 

Тор |. 2 176, 21, 214, 228 

Точка возврата 1. / 99; |. 2 93 

— м интегральной кривой П, 2 199 
2 


уравнения Ш. 


— гиперболическая 1. 2 186 

двойная 1], 1 34; П. 291 

— изолированная П. {1 98 
коническая [. 1 109 

критическая 1. 7 242 

неправильная 1. / 268 

нуль П. 1 84 

обыкновенноя 1. 7 84 

округленная Г. 2 192 

особая Т. 1 97; Г. 2 186; П. 1 84, 200 
— алгебраическая П. / 247 
параболическая [. 2 186, 192 
полюса Ц. 7 84 

правильн`я Г. 7 17. [. 297, ИП. 1267 
разрыва Ц. / 86 

разрыва второго рода 1. 7 26 

— первого рода 1. 1 25 

сгущения [. 7 17 

— существенно особая П. 1 86, 104 
— угловая [. 1 38 

— фоказьная |. 2 173; П. 2 206 

— центральная Г. 2 170, 171 

— эллиптическая Т. 2 186 
Трансверсали Ш..2 222, 224 
Трансверсалей семейство ПТ. 2 264 
Трансверсальиое пересечение Ш. 2 223, 


Трансцендентная функция И. 7 22 
Тгансцелентиость числа е [. 7 186 
Траектория П. 2 98 
— ортогональная П. 2 37, 48,218,221, 225 
Тресс (Тгезз:) Ц. 2 279 
Тригонометрическая обратная фу кция 
П 733 
— функция ЦП. 7 30 
Тригонометрические рялы 1. 2 95 и сл. 
Тройная ортогональная система 1. 2 207 
Тройные иитегралы [. 1 321, 364 
Трубчатые поверхности [. 2 176, 211 


Угловая точка 1. 1 38 

Узел П. 2 179 

Указатели функцти Т. / 168 

Ультраэллиптический интеграл П. 2 
110, 251 

Умножение рядов Т. 2.29, 57 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Уникурсальная кривая Т. 1 227; И. 224 

Уникурсальное уравнение |. 2 185 

Угавиение асимптотических линий 

И. 2 204 

— Бернулли П. 2 17 

— Бесселя П 2 131, 145, 189; Ш. 1 130 

— второго рола с переменными пре- 
делами Ш. 2 45 

— в вариациях ПП. 19, 23; ПТ, 2 239 

— в полных дифере циалах П. 2 56, 
222, 221, 229 

— высших порядков П. 2 39, 194. 272 

— в частных производных П. 7 25; 63, 
82, 88, 10 180, 196, 212, 221, 2233, 
237, 245 

— Гаусса П. 2 143 

— гиперболического типа’ Ш. 1 72, 82, 
167 

— диференциальное развертывающихся 
поверхностей [. 2 123 

— естественное [. 2 160, 161 

— звука Ш. 1 87 , 

— интегральное 1. 2 67, 68; ПТ. 1 171 

— Кеплера Т. 2 87 

—олеро П.2 23, 41, 49, 253, 209, 222, 
36 

— конических сечений П. 2 11 

— Лагранжа П. 2 22, 202 

— Ламе П. 2 149 

— Лапласа [. 7 136; П. 2 129, 132; 1. 
1 143, 167, 204 

— линейное (диференциальное) И. 2 

15, 26, 87, 96, 102, 119 

— без правой части П. 2 111 

— неоднородное Ц 2 111 

— однородное П. 2 107, 114, 116 

— спеоподическими коэфициентами 

П.2 150 

— — с постоячными коэфициеит.ми 
Ц. 2 121, 132; Ш. 1 130 . 

— — с правой частью П. 2 111, 115 

— Лиувилля Ш. Г 64 

— Монжа-Ампера Ш. 17 61 

— огибающей ПП. 1 113 

— однородное И. 2 13, 38, 95 

— ортогональных траекторий П. 2 38 

— отнеслнное к характеристикам Ш. 
17 

— параболического тина Ш. 1 72, 243 

— полярное или третьего рода Ш 2130 

— потенциала 1. 1 142 

— пространственной упругой 
П. 2 104 

— Развертывающихся поверхностей 1. 
2 276 


— Риккати (см. Риккати уравнение) 
— Римана Ш. 7 142 | 

— сопряженное Ц. 2119; ПТ. 1 124, 129 
— телеграфное Ш. 1 130 

— теплопроволности Ш, { 254—255 


кривой 
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Уравнение уникурсальное 1. 2'185 

— фронта волны Ш. 1 83 

— функниональное для 
ПГ. 2 13—14, 32 

— характеристик П. 2 280 


резольвенты 


— характеристическое 1. 2 122, 134, 
150, 166 

— эллиптического типа Ш. 7 72 

— Эйлера ИП. 22., 33, 34, 47, 49, 192, 


202 

— Якоби П. 21, 18, 37, 164 

Уравнений теория П. 17 98 

Уравнения особые точки П. 2 105, 127 

Усиливающие функции [. 2 65, 78 

Усиливающий ряд ИП. 1 25 

Условия Дирихле Г. 2 97, 106 

— замкнутости ортогональной системы 
Ш. 2 ИЗ- 114 

— интегрируемости П. 2 223, 227, 228, 
230, 232 

— Коши П. 2 212 

— Липшица П. 2 73, 76, 280 

Условная устойчивость П. Г 32, 42, 43 

Устойчивость и неустойчивость Ш. 7 
36, 39, 40, 42 

— в прошлом и будущем Ш. 7 41 

— равновесия Ш. Г 40—41 

— условная Г. 3 32. 42, 43 

Устойчивые и неустойчивые решения 
30—32. 

Уэллис (\/а1115) |. 1 247 

Уэль (Наив!) [. 1 226; П. 2 210 


Фаа де-Бруно (Ра 4е Вгино) Г. / 17 

Фабри (Рабгу) И. 1 215 

Фату (Еаюи) П. 7 161 

Фишера-Риса теорема Ш 2 140 

Флоке (Р!оцие ПЦ 2 147, 154 

Фокальная плоскость |. 2 174 

— поверхность [. 2 172 

— точка [. 2 173; П 2 206 

Фокус П. 2 179 

Фокусы комплекса 1. 2 172 

— сопряженные Ш. 2 240, 251, 276 

Формула Бельтрами 1. 2 231 

— Гаусса П. 7 237 

— Грина 1. 1 287 

— Дини НЕ. 7 202 

— замены переменных в криволиней- 
ных интегралах [. {1 200 

— — — в простых интегралах Т. 1 180 

— интерполирования Лагранжа [. 1 256 

—- конечных приращений 1. 7 40, 42; 
И. 2 69, 70 

— — — ее распространение [ 1 62 

— Котса 1. 7 256 

— Лагерра 1 2 229 

— Лагранжа 1. 1 146; 1. 2 86 

— Лежен-Дирихле 1. 7 284 

— Лейбница И, 2 122 
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Формула Маклорена 1. 2 47, 49 
— Острогралского 1. 7 326 
— привезления интегралов Г. 1 216, 232, 


245 
— Пуассона Ш. 1 234—236, 250-255, 
26.3 - -65 


— Родрига 1. 1 75; 1. 2 205, 213 

— Симпсона Т 17 255 

— среднего значения двойного инте- 
грала 1. 1 251 

— — —для гармонических функций Ш 
1 214 

— — простого интеграла [. 1 162 

— Стокса [. 7 ЗИ; И. 2 230 

— Тейлора 1. 7 64, 72, 185, [. 2 47, 63, 
176; И `2 40, 172 

— Уэллиса | 1 247 

— Френе [. 2 157, 153 

— Эйлега [. 2 19), .10 

— Эннепгра Г. 2 231 

Форма кубическая бинзриая 1. 1 122 

Франклин (РгапуН ) 1. / 580 

Фгедгольм (Ре. Вог} П./ 220; Ш. 79 

Фрелгольма теоремы: первая Ш. 2 51, 
вторая Ш 2:7, третья Ш. 2 59 

— Уравнение Ш 22, 47, 55, 133, 142 

Френе (Р.епе 1 2 157 

Фреше (Ргесне! Ш. 29, 25, 178 

Фубини (Роигту) Ш 2 130’ 

Фукс (Ром) ЦП. 2 192 

Фукса прго разование П. 1 54 

— теорема ИП. 2 138 . 

Фунтаментальная система П. 2 107, 134, 
75 

Фунааментальные Ш. 1 
248—249 

— функции Ш. 2 58, 132 

— — Шмыеудта ИЕ. 2 130 

— числа Ш. 2 58 

Фундаментальный определитель Т. 1 91, 

} 

Функции, аналогичные функции Грина 
ПЕ. 2 118 

— главные Ш. 2 31, 86 

— — союзные Ш. 2 81 

— О \ рол. ТЕ. 2 96 

— Ланласа Ш. 2 190 

— ортогональиые 11. 2 67 

— союзные Ш. 2 63, 86 

Функция Г 720 

— алгебраическая 1. 7 245 

— аналитическая П. / 14, 135; П. 2 28,71 

— — имеющая разрезы П. 2 195 

— — многих переменных Ц. / 226 

— В (р, 9) (Эйлера) 1. 1 3.9 

— 9полне определенная возрастающая 

12 

— Г (а) (Эйлера} 1 1 197 

— гармоническая Ш. 7 143—148, 
156, 153, 164—166, 168 


решения 


155, 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Функция трех перемениых Ш. 1 204— 
2 


— голоморфная П. 1 16, 237 

— Грина Щ. 1 184- 159, 229—230, 261, 
26,, 272 

— — лля уравнений эллипсоидального 
типа П!. 7 134 - 196 

— двоякопериодическая НП. 1 145, 148 

— - изображение определенным инте- 
гралом Н. / 232 

— интегрируемая [./7 157, 321 

гррэциональная П. 1 17 

класса | Ш 7 58 


— 2 Ш 1 258 
конечная |. / 33 
круговая |. 7 30 


Лапласа [:1. 1 220—221; Ш. 2 190 

линейно зависимая 1]. 2 108 
мероморфная П. / 85, 96 

ми гозначная И. {21 

мопогенная ИП. / 13 

монолромная П. / 22 

монотонная [. 1 27, 1:8 

начальная |. 7 155 

непрерывная П 7 12 

непрерыьная многих переменных 1. 

Т Зы, 32 

— не имеющая производной 1. 1 72 

— ол ого переменного [. 121 
нечетная 1]. 7 152 

пеявная |. 1 78 

обратная {|. / 87, 94 

— тригонометрическая |. 1 33 
ограниченная Г. 7 21, 32 
однозначная П. 7 21, 127 
олнородная [. 7 59 

периодическая П. 1 145 
по“азательная П. 17 28 

правильная в точке И. 1 84; Ш. 1 
248 

— — в бесконечности Ш. 7 215 

— — тавная нулю вбесконечности 11, 
1 216 

— равномерно-непрерывная 1. 1 24 

— разр. вная [. 7 2 

— рациональная П, 1 17 

— Римана 1. 7 113, 123, 128, 138 

— синектическая П. 1 14 

— с ограниченным изменением |, 1 28; 
12 16. 107 

— трансцендентиая П. 1 22 

— три!гонометрическая ИП. 1 30 

— удовлетворяющая условиям Дирихле 
1.2 103 

— усиливающая 1. 2 78 

— Фурье И. 7 168 

— целая П. 1 25. 87, 261 

— челная ИП. 7 152 

— эллиптическая 1. 7 240: П. 1 1. .9, 

П. 224, 25, 25, 46, 85, 19} 


ГРЕРЕГЕРЕРЕЕЕИ 


ГРЕРЕЕРЕЕЕИ! 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ: 


Фурье (Роицег) 1. 2 95; ПЕ. 1 96, 243; 
Ш. 2113 

— коэфициенты Ш. 2 115, 127, 142 

— ряд Ш. 1 161 


Характеристика 1. 2 119; П. 2 216, 221, 
245, 246, 248, 251, 254; И. 148, 51—54 

— свойств 11. 1 53—55 

— пуравнений с п переменными Ш. 1 


Характеристическая р"звертывающаяся 
поверхность 1. 2 248 у 
Характеристичесвие конгруэнции П. 2 


— кривые ЦП. / 55, 72 

— показатели Ц. 2 151, 152 

— функции ПТ. 2 58 

— числа Ш 258, 103, 186 

Характеристический конус Ш. {1 137 

— многочлен |. 2 122 

Характеристических линий огибающая 
П. 2 753 

Характергистич`ское многообразие Ш. 7 
52 


— уравнение Ш. 2 122, 160 

— — сисемы ПГ. 1 36 

Хольмгрен (Но!тетеп) Ш. 7 243, 257, 
258, 256; 11. 2 22 


Царемба (2атетЪя) 1]. 2 291 

Целая функция 11. 7 25, 87. 261 

Целые ряды с многими переменными 
1. 2 73, 15 

— — содним переменным 1 254 исл. 

Це тр П. 2179 

Центры кривизны кривой двояковой 
кривизны 1. 2 151 

— — плоской кривоф 1. 2 151 

— — поверхности 1. 1 112 

Центральная п‘оскость |. 2 170 

— точка 1.2 170, 171 

Цепная линия | / 227 

Цермелло (Дегте!о) 11. 2 203 

Цикл П. 1243 

Циклический период П. 7 249 

Циклоида Дюпена | 2 211; ИП. 2 47 

Циклоиды вращения Ш. 2 191 

Цилинд' ические волны 1]. 1 91—92 

Циссоида П. 2 212 


Числа характеристические Ш. 258, 108, 

6 

Частное решение уравнения ЦП. 2 25, 
6 


Частные производные 1. 1 46 

Частный интеграл 1. 2 9, 26 

Чезаро (Сезаго) 1. 2 180 

Четная функция 1. 1 152 

Число е [. 1 186 

Число иррациональное Г. 1 11, 12, 186 
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Шази (Сназу) П. 2 196 

Шаль (СВа$ез) 1. 7 180 

Шар соприкасающийся 1. 2 140, 167 

Шарпи и Лагранжа метод И. 2 237, 247 
71 


Шарпи семейство П. 2 237, 254 

Шварц (ЗсВ\аг2) Т. 1 303; (1. 1 165, 
174 

Ш ариа метод Ш. 1 77, Ш. 2 95, 
160 

— неравенства Ш. 7 30, 118, 145, 148 

— теорема 1.1. 7 266 

Швирциан 1. 1 149 

Шелль (Зсве, |. 2 189 


‚ Шефкер ($с.и си 1. 1 109; Ш. 2 243 


Шлемильх (Зеп бшИ В: 1, 2 210 

Шлефли (3. Шае) Ш. 1 243 

Шмидт 15. Низ ) №. 7 25; Ш. 2 30 
108, 114, 116, 12}, 144 

Шмидта метод П!. 2 102 

Шрегер (зсагои г) 1. 2220 

Штейнер «Зее ) Г. 7 214 

ИПурм (Зшган Г 7 170 

Плурма-Лиувиля функции 11. 2 161 

Штурма теорема П. 2 116; Ш. 2 151 

Шур (Зевий Ш. 2 96 

Шура теорема Ш. 2 156 


Эвольвента [. 2 1!8. 162 

Эволюта [. 2 !18, 161 

Экстремаль Ш. 229, 218 

Экстремалей поле Ш. 2 258 

Экстремум условный Ш. 2 229 

Элемент П. 2 248, 256 

— интеграла Г 17 161 

линейный |. 1 301 

объема 1. 71 833 

площади [. 1 292 

поверхности 1. 1 303 

соприкосновения 1. 1 50 

функнии П. 1 195 

Элементов многообразие Ш. 1 50, 51 

Элементы соединенные 11. 7:0 

Элементарные делители Вейерштрасса 
Ц. 2 1.6 

Эллипсоила лииии кривизны 1. 2 208; 
П. 2 247 

— объем 1. 1 2:9 

— поверхность {[. 1 319 

Эллиинса дуга [. / 240 

— площадь 1. 1 21 

Эллиптическая функция П. 1 149; П. 2 
24, 25, :.9, 46, 8`, 151 

Эллнитические интегралы 1. / 23811. 1 114 

— координаты 1. 7 292, 335 

Эллиптический тии уравнений 11. / 81; 
ТИ. 2 192 

Эллиптическое преобразование П.1 
54 


РЕ! 


Эннепер (Епперег) 1. 2 `231 


3187 


Эрлмана-Дарбу метод Ш. 2 237 


Эрмит (Нептие, 1. 7 186, 213; П. 1 101, 


103, 215, 224, 2.7; И. 2 104, 150, 169, 
192, 276 
Эрмита формула П. 1 221 
Эйзенштейн (Е15еп$4ет) ЦП. [ 257 
Эйлер \Ешег) 1. 7 242; [. 2 $5, 185, 189; 


П, 7 40, 55, 207; П. 225, 12; Ш.2 
208 
Эйлера уравнение П 229, 33, 34, 47 


49, 192, 202; Ш. 2 203, 215, 244, 272 
Эйлеров интеграл второго рода |. / 197 
— — первого рода 1. 1 399 
Эйлерова непрерывность [. 1 21 
— постоянная |. / 45; [2 52 
— теорема 1. 2 189 
— формула И. 7/39 
— функция 1.1 149 
Явление Римана-Гюгонио Ш. 7 110 
Ядра в приведенной форме Ш. 2 64 
— главные Ш. 2 78 
замкнутые Ш. 2 114, 132, 159 
интегрального уравнения Ш. 2 10 
канонические 1]. 2 83 
квази-определенные 111. 2 118 
кососимметрические 11. 2 134 
неограниченные Ш 2 36 
определенные 1. 2 118, 134 


КРЕРРЕ| 


ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Ялра особые Ш. 2102 

— ортогональиые Ш. 2 69 

— — самому себе Ш. 2 32 

— повторные Ц|. 2 12, 29 

— показатель |]. 2 37 

— положительные Ш. 2 #16, 

— полуортогональные Ш. 2 71 

— полярные Ш 2 132 

— последовательные повторные Г. 
24 

— равномериой схэдимости 11. 1 261 

— разрешающие Ш. 2 13, 31, 35, 59 

— результирующие Ш. 2 74 

— симметризуемые И!. 2 132, 147 

— симметрические Ш. 2 199 

— составляющие ИГ. 2 74 

— Шмидта Ш. 2 124, 160, 163 186 

Якоби (1асоЪ1) 1. 1 54, 715. 131; И. 1 119, 
168, 178; П. 231 87, 89 

— метод ИП. 2 271 

— обозначение эллиптических функ- 
ций 1. 7 152 

— теорема о периодах П. /[ 147 

— Условие Ш. 2 236, 274 

— уравнение Ц. 2 17, 18, 37, 164 

Якобиан 1. 7 91, 116; Ц. 2 67, 207, 214, 
.228, 238, 259, 269, 271 

Якобиева система ИП. 2 253, 272 


128, 130 


РАНЕЕ ВЫШЛИ: 


Э. ГУРСА —КУРС МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 


Том |, часть 1. 
ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФЕРЕНЦИАЛЫ. ОПРЕДЕЛННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 


[. ВВЕДЕНИЕ. 
П. ПлРоизводныев И. ДИФЕРЕНЦИАЛЫ. 
Ш. НаявныЕ Функции. Максимум и минимум. ЗАМЕНА 
ПЕРЕМЕННЫХ. 
ГУ. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 
У. Вычислених  опрекдеЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ. 
УГ. ДвойныхЕ интЕГРАЛЫ. 
УП. КрРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПОЛНЫХ ДИФЕРЕН- 
ЦИАЛОВ. 


Том [, часть 2. 


РАЗЛОЖЕНИЕ В РЯДЫ. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ. 


УШ. Ряды и БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ. 

[Х. Целые ряды. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ. 
Х. ТЕоРИЯ ОГИБАЮЩИХ. ПРИКОСНОВЕНИЕ. 

Х!. КривыЕв двойной кривизны. 

ХИ Поверхности. 


Том ИП, часть 1. 
ТЕОРИЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. 


ХШ. ПрРостЕЙШиИЕ ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО. 
ХГУ. ОБщАЯ ТЕОРИЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ПО Коши. 
ХУ. ОднозначнНЫЕ Функции. 

ХУ. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ. 
ХУЦ. АнаАлитическихкь ‹хъУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ, 


Том ИП, часть 29. 


ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 


ХУШ. ДиФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ МЕТОДЫ 
ИНТЕГРИРОВАНИЯ. 
ХХ. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ. 
ХХ. ЛинЕЙНЫЕ ДИФЕРЕНПИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 
ХХ!. НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 
ХХН. УврлвнЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВ.ГО ПО- 
РЯДКА. 


Том ПЬ часть $3. 


БЕСКОНЕЧНО БЛИЗКИЕ ИНТЕГРАЛЫ. УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ 
ПРОИЗВОДНЫМИ. 


ХХШ. БЕСКОНЕЧНО БЛИЗКИЕ ИНТЕГРАЛЫ. 

ХХГУ. Уравнения МонжА-АмпеРА. 

ХХУ. ЛиневЙйНыЫЕ УРАВНЕНИЯ С И— ПЕРЕМЕННЫМИ. 
ХХУ!. ЛинЕйныЕ УРАВНЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА. 
ХХУП. ЛинЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА, 
ХХУШ. Гармонические ФУНКЦИИ ТРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ. 
ХХХ. УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ. 


